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Dzien 3 ($roda 18 marca 2020)

Poréwnaj swoje odpowiedzi do wczorajszych zadan z odpowiedziami podanymi ponizej.

W zadaniach 136—141 nalezato zinterpretowaé¢ catke jako pole pewnego poétkola lub
¢wierckola.

W kazdym z ponizszych 21 zadan podaj w postaci uproszczonej wartosé¢ catki ozna-
czonej. Wskazéwka: W niektorych zadaniach lepiej nie catkowaé¢ bezposrednio, tylko
narysowa¢ odpowiednig figure i obliczy¢ jej pole.
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Catkowanie przez czeSci w calce oznaczonej

A teraz wyjasnimy sobie, jak w catce oznaczonej catkowaé przez czesci. Kto$ powie:
A co tu wyjasnia¢? Przeciez jak umiemy oblicza¢ caltki nieoznaczone i mamy prosty
wzOr wyrazajacy catke oznaczong jako przyrost funkcji pierwotnej, to czego nam wiecej
trzeba? Ano popatrzmy na taki przyktad:

2
Przyktad: Obliczy¢ catke / z3-e” d.
1

Aby obliczyé¢ te catke, trzeba trzykrotnie catkowaé przez czeéci. Na boku! obliczymy
catke nieoznaczong, a potem wykorzystamy otrzymana funkcje pierwotng do obliczenia
calki oznaczonej:
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Wyszto, ale wida¢ w tym pewne niedogodno$ci. Po pierwsze, trzeba oblicza¢ catke
nieoznaczong na boku. Po drugie, liczac te catke, przy kolejnych catkowaniach przez czesci
trzeba pracowicie przepisywac kawatek funkcji pierwotnej, ktorego doktadna postac i tak
nam nie jest do niczego potrzebna, bo interesuje nas tylko jej przyrost.

Mozna jednym ciggiem przeprowadzi¢ rachunek z catkowaniem przez czesci w wersji
dla catki oznaczonej, obliczajac na biezaco przyrosty fragmentow funkeji pierwotnej po-
jawiajacych sie¢ w trakcie kolejnych catkowan przez czesci. Wowcezas rozwazany przyktad
mozna rozwigza¢ nastepujaco:
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I Akurat w tym wypadku ”"na boku” oznacza ”ponizej”.

Dzien 8 (sroda 18 marca 2020) - 29 - Strony 28-36



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

A oto inny przyktad:
Przyktad: Obliczy¢ catke / sinz-e” dx.
0

Sama strategia catkowania jest taka sama jak w calce nieoznaczonej. Tutaj strategia
méwi: Scatkuj dwukrotnie przez czedci, wrocisz do wyjsciowej catki, ale ze wspotezyn-
nikiem innym niz 1, utéz i rozwigz powstate w ten sposéb réwnanie. No to catkujemy
rozniczkujac sinusa, a catkujac e*. Pamigtajmy przy tym, ze szukana catka w tym wy-
padku jest liczba, oznaczmy ja przez I. Otrzymujemy
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Zadania do rozwigzania

Uwaga: Pomimo iz dzi$ pisalem o catkowaniu przez czesci, nie wszystkie zadania
wymagaja caltkowania przez czesci.

V3
142. Obliczy¢ wartos$¢ catki oznaczonej / arctgr dr. Pamieta¢ o uproszczeniu wyni-

0
ku.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Dopisujemy czynnik 1 i caltkujemy przez czesci:
V3 V3 ioovE
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143. Obliczy¢ catke oznaczona

25
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Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Po skorzystaniu ze wzoru na réznice kwadratéow otrzymujemy

25
/\/x+2 \/_ _ 1 <§~(x+24)3/2—§-x3/2>‘

/ VI + \/x—|—2 24 -
25

1 4 4
:%.(343—125—125“):9: 7

1
. 243/2_ 3/2 =
36 ((w+24)2 —2?) 36 18

z=1

144. Udowodnié¢ nieréwnosé

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Pochodna funkcji podcatkowej f(x)=z** dana jest wzorem
d d d
()= %x% = %623’1‘“ =2, . (27 Inz) =2 (2-Inx+2) =2-2°" - (Inz + 1) .

Poniewaz f'(x) >0 dla 2 >1/e oraz f'(x) <0 dla 0 <x < 1/e, funkcja f jest malejaca
w przedziale (0, 1/e) i rosnaca w przedziale (1/e, +00). Zauwazmy ponadto, ze

f(/4)=1/2
oraz
f()2)=1/2.
Wobec tego f(z)<1/2 dla x € (1/4, 1/2), skad
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Uwaga: Obliczenia komputerowe pokazuja, ze dana w zadaniu catka ma wartosé
w przyblizeniu 0,1215. Wydaje sie to by¢ zbyt bliskie oszacowaniu 1/8 =0,125, aby
zadziataly inne metody szacowania (zapewne obarczone wigkszym btedem).

145. Niech fi(x)=v2?2—2x+1oraz f,41(x)=f1 (fn(x)). Obliczy¢ warto$¢ catki ozna-

czonej

/f5(x) dx .

0

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze fi(x)=|r—1|. W zwiazku z tym wykres funkcji f;o0g powstaje z wykresu
funkcji g przez przesuniecie tegoz wykresu w dot o 1 oraz symetryczne odbicie czesci
wykresu, ktéra znalazta sie pod osia OX. Wykresy funkcji od f; do f5 znajduja sie
odpowiednio na rysunkach od 1 do 5.

A\

Dzien 8 (sroda 18 marca 2020) -34 - Strony 28-36



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

\/

Dzien 8 (sroda 18 marca 2020) - 35 - Strony 28-36



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

rys. 5

Szukana warto$¢ caltki oznaczonej jest réwna polu zielonej figury z rysunku 5. Pole to
wyliczamy sumujac pola trojkatow, ktore sie na nie sktadaja:
25
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Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 15.
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