Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzienn 4 (czwartek 19 marca 2020)

Calkowanie przez podstawienie w calce oznaczonej

Dzi$ zaczniemy od nastepujacego przyktadu:

dx

1
Przyktad: Obliczy¢ catke | ———.
/1 x2+22+5

Nasza dotychczasowa wiedza pozwala na przyjecie nastepujacej strategii:
e Obliczymy na boku catke nieoznaczona, a nastepnie wyliczymy przyrost funkcji pier-
wotnej.
e W celu obliczenia catki nieoznaczonej najpierw wykonamy podstawienie, aby w troj-
mianie kwadratowym w mianowniku funkcji podcatkowej pozby¢ sie sktadnika liniowe-
go 2.
e Potem wykonamy drugie podstawienie, aby wyraz wolny w mianowniku stal si¢ réw-
ny 1.
e Obliczymy calke w trzeciej zmiennej, to bedzie pewnie jaki$ arcus tangens.
e Wrocimy z wynikiem do drugiej zmiennej.
e Wrocimy z wynikiem do pierwszej zmienne;j.
e Obliczymy przyrost funkcji pierwotnej na przedziale catkowania.

Zanim zajrzysz na kolejna strone, sprébuj samodzielnie obliczy¢ catke we-
dlug powyzszego przepisu.
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No to do roboty:

dm ' dm . .
/x2+2x+5: x+1)2+4: Podstawienie: y:x+1’ a;:y_L da::dy
d
_/ A y2 = Podstawienie: t:%, y=2t, dy=2dt
P () e
2dt 1 1 1 r+1
:/4t2+4 5 /t2 — arctgt—FC'—f arctg2+0—§ arcth+C’

Skoro obliczyliémy juz catke nieoznaczona, to obliczenie oznaczonej jest prosciutkie:
1

1
1 1 1 1+1 1 —1+1 1 1
/1 +2x+5 Qarctgx"zi‘ _1:2.arctg;—_2.arctg 2‘1“ =§~arctg1—§~arctg0:
BRI
2 4 2 8

Wyszlo, ale superwygodna metoda zapisu to to nie jest. O wiele krocej bedzie wyko-
nywa¢ podstawienie w calce oznaczonej.

A jaki jest wzoér/procedura wykonywania takiego podstawienia? Wzor jest jeden, ale
ma on dwa oblicza. Zaczniemy od oblicza bezmyslnie formalistycznego. W tym celu
opiszmy ogodlng sytuacje pojedynczego catkowania przez podstawienie.

Przypomnijmy, ze w catce nieoznaczonej caltkowanie przez podstawienie bierze sie ze
wzoru na pochodna ztozenia funkeji:

ij(g(x)) =F'(g(x))-g'(z) = f(g(x)) g'(x), przyjmujemy f=F"
ktory mozna przepisaé jako
/f ) dx=F(g(z))+C.

Samo podstawienie zapisujemy Jako y=g(z) z formalnym wzorem dy=g'(x)dz i w kon-
sekwencji sprowadzamy catkowanie do znalezienia funkcji pierwotnej funkcji f. W przy-
jetym zapisie podstawienie i powrdt do starej zmiennej wygladaja tak:

[ Flg@))-g'(x)dz= [ F(y)dy=F(y)+C = F(g(x))+C.
Gdybys$my chcieli obliczy¢ odpowiednia catke oznaczona, to wygladatoby to mniej

wigcej tak:
b

[ Flg(@))-g' (@) dz = F(g(x))

Zauwazmy, ze wynik jakiego oczekujemy, jest przyrostem funkcji F' od g(a) do g(b). Ten
sam efekt uzyskamy wykonujac obliczenia na catkach oznaczonych, jednak przy podsta-
wieniu musimy odpowiednio zmieni¢ granice catkowania. Catka po z, ktore zmienia sig
w przedziale od a do b, zamieni si¢ na calke po y zmieniajacym si¢ w przedziale! od g(a)
do ¢g(b).

Przy chwilowym zalozeniu, ze fukcja g jest rosnaca na przedziale [a, b].
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W rozwazanym przyktadzie podstawienie w calce oznaczonej bedzie wygladac naste-
pujaco:

1 1
dx dx
= = Podstawienie: y=xz+1, z=y—1, dr=dy
2 2
/:L' +2x+5 /l(x—l—l) +4
2 2
d d
:/ 2y :/ y2 = Podstawienie: t:g, y=2t, dy=2dt
T S R A 2
1 1 !
:/ 2dt :1/ dt :l.arct t zl.arct l—l-arct 0:11_1023
Jarva 27 eyl 2 gt_o P A R

Przy kazdym podstawieniu zmieniamy w odpowiedni sposéb granice catkowania: x’owi
przebiegajacemu przedzial [—1, 1] odpowiada y przebiegajacy przedzial [0, 2], a temu
z kolei odpowiada ¢ przebiegajace przedzial [0, 1].

Zauwazmy, ze po kazdym podstawieniu mozemy zapomnieé o starej zmiennej?. Calka
oznaczona jest bowiem liczbg rzeczywista, a podstawienie sprawia, ze liczba ta zamiast
by¢ wyrazona przez catke w starej zmiennej, zostaje wyrazona jako catka w nowej zmien-
nej.

Trzeba do tego dodaé jeszcze, ze w podstawieniu y = g(x) prowadzacym do

b 9(b)
[ Flg(@)-g'@)de= [ fly)dy
a g(a)

funkcja g musi by¢ $cisle monotoniczna® na przedziale [a, b]. Nie musi by¢ rosnaca, moze
by¢ malejaca, ale wtedy po podstawieniu gérna granica catkowania bedzie mniejsza od
dolnej — takiego cudenka jeszcze na tym wyktadzie nie ogladalismy. Nic nie szkodzi,
albowiem wzér/umowa na taka okolicznosé jest bardzo prosta: W calce oznaczonej
mozna zamieni¢ kolejnosé granic catkowania zmieniajgc znak catki. Oczywiscie
dla porzadku staramy sie, aby dolna granica byta mniejsza od goérnej, ale jak w ferworze
rachunkow bedzie na odwrdét, to nie ma najmniejszego powodu wpada¢ w panike.

Przedstawione wyzej formalne oblicze podstawienia w calce oznaczonej na razie wy-
starczy, aby oblicza¢ catki. O drugim, geometrycznym obliczu tego podstawienia, opo-
wiem Wam jutro.

Zadania do rozwigzania

xdx
242z +4

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé¢, gdzie napotykasz trudnosci.

2
146. Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej /
2

2W kontraécie do catki nieoznaczonej, ktora jest funkcja (czy doktadniej: rodzing funkcji) zalezng od
tej zmiennej, ktora byla uzyta w wyjéciowej calce. Musimy wiec na koniec do tej wyjéciowej zmiennej
powrocié.

3Musi by¢ tez rézniczkowalna, ale to chyba w tym kontekécie oczywista oczywistosé.
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Rozwigzanie:
Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowe;j

/ xdx xdx / xdx / xdx
o +2r+4 2?4+ 220+143  J (z+1)243 3<%31) +3
a nastepnie wykonujemy podstawienie
rz+1
Y I
V3

i formalnie

dz =3 dt.

Ponadto = = —2 odpowiada t = —1/4/3, a = =2 odpowiada t = /3, przy czym zaleznoé
t od x jest monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—2, 2] odpowiada

przedzialowi t € [—1/\/3, \/3]

Otrzymujemy
Powde P (6VB-1)VBdt P tat st
_/23.<x}31)2+3__1//\/§ 31243 __1//ft2+1 /t2+1

1
\/_
V3
In(t?+1)
t=—1//3 t=—1//3
In4 In(4/3) 1 1 In3 1
—_—_ATE . t —arcte [ —— ) | = =2
-4}
In3 1 7 In3 s

T2 VB2 2 a3

arctgt

5

(-5

In3
Odpowiedz: Podana calka oznaczona ma wartosé n7 — 2\7;_

Uwaga: W prawidlowo uproszczonym wyniku nie moze pojawic si¢ arctg, a 7 oraz
In moga wystapi¢ tylko raz.

dx
147. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej 1 .
_/2 1+ Va2 + 2041

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowej, a nastepnie dzielimy przedziat cat-
kowania na dwa przedziaty:

8 8 8
/' dx :/ dx / dx
L1+ V2422 +1 L1+ Yx+1)2 1+ |x+1|

-1 8

:/ dx +/ dx :] dx +/ dx . »)
A B T T A B [T A B e B R
W pierwszej catce ostatniej sumy wzoru (#) wykonujemy podstawienie
t=v—-r—1, t?P=—x—1, t>0, r=—t2—1, t>0
i formalnie
dr = -2t dt.
Ponadto z = —2 odpowiada t=1, a x = —1 odpowiada t =0, przy czym zaleznos¢ t

od z jest monotoniczna. Stad wynika, ze przedziat calkowania x € [-2, —1] odpowiada
przedziatowi ¢ € [0, 1].

Otrzymujemy
1

d 0 _otdt ? tdt 11 1
/ < :/ — 9 _2/ + _2-/1——dt:
Sy —1 1+t 1+t 1+t S 1+t

1 Lo 1
:2-/dt—2-/—:2 2 [ In|1+¢|
J J 1+t

Z kolei w drugiej calce ostatniej sumy wzoru (#) wykonujemy podstawienie
t=vr+1, t?=x+1, t>0, r=t*—1, t>0

1 formalnie

) =2—2-(In2—Inl)=2-2-1In2.

t=0

dx =2t dt.

Ponadto z=—1 odpowiada t =0, a =8 odpowiada t =3, przy czym zaleznos¢ ¢t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedziat catkowania x € [—1, 8] odpowiada przedziatowi
te |0, 3.
Otrzymujemy
8 3

3 3
d ot dt tdt tr1-1 1
/ ‘ [o =2 [ =2 T = 1 —— =
J1rvart) 1+t T /T 1
3

0
3 3
dt

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 8 —6-1n2.

) =6—2-(Ind—Inl)=6—4-1In2.

t=0

Uwaga: W prawidtowo uproszczonym wyniku In moze wystapic¢ tylko raz.
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148. Obliczy¢ catke oznaczong
3

z+1
/ﬁdaj.
S +3x

Uprosci¢ wynik doprowadzajac go do postaci, ktéra nie zawiera symbolu ”arctg” i zawiera
co najwyzej jeden symbol ”In”.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Rozkladamy funkcje podcatkows na utamki prostet:
z+1 Az+B C D
= +—+,
(x2+3)-22  224+3 22
z+1=(Ar+B)-2*+C-(2°+3z) + D- (2> +3) ,

r+1=Ax*+ B2*+C2*+3Cx+ Dx* 43D,

0 = A+C,
0 = B+D,
1 = 30,

1 = 3D,
C=D=1/3,
{A:B:—U&

Wobec tego

/ r+1 1i 1 +1+1d
— —ar =
x4+3x2 3 / 224+3 2243 2

1 1 171
—gdr—g dz .
T T3 Zm2+3 v

3 :c2+3

Obliczamy kazda z dwoch powyzszych calek z osobna. W pierwszej catce otrzymujemy

3
x 1 1 In (2% +3)
_ St dr = T g =2 =
/ .Z‘2+3+]J+l‘2 v 2 +njz] r|
B lr112+13 1+1n4 11_|_1_2+1n3
Ty TRy T T Ty
a po podstawieniu z =13, t=x/v/3, dr=+/3dt wyliczamy wartoé¢ drugiej calki
V3
o YR IR N N W,
[ora®= | gpis®="5 | mp@="g ot =
V3 V3 t=1/v3

V3 /oo V31
855

Wobec tego dana w zadaniu catka ma wartos¢

1@ mﬂ 1¢} 2 1n3 w3

3

3+2

3 18 —9+6 54

In3 3
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 9 + % — ng_

4Przy calce nieoznaczonej literka C' byla zarezerwowana na stala catkowania, wiec unikaliémy uzycia
jej jako jednego z szukanych wspdétczynnikéw rozktadu na utamki proste. Poniewaz tu nie ma ani catki
nieoznaczonej, ani stalej caltkowania, nie ma powodu, aby literke C' omijac.
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149. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej

/3w2+x—3

dx .
3+ 3w

Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
2’ +x—3 B r?’+x—3 A Bz+C

3+3r 2 (22+3) z 243
2 +r—3=Ar*+3A+B2*+Cx,

Y

1 = A+B,
1 = C,
—3 = 34,

skad

i w konsekwencji
?+r—3 1 2z+1

z-(x2+3) _x+x2+3 '

Kontynuujemy obliczenia wykonujac po drodze w jednej z calek podstawienie x = tv/3,
czyli t=2/+/3 i formalnie dx = /3 dt:

3 5 3 3 3 3
e+ —3 1 2z+1 1 2x 1
——dr = —— dr=— [ —d d dr =
1/ x3+ 3w o 1/ :L‘+£L‘2+3 v S $+1/x2+3 x+1/x2+3 v
3 3 /3
V3
=-1 In(z*+3 dt =
nr —l—n(m + ) + / 3213
=1 z=1 1//3

1
=—In3+Inl+1nl12—Ind + 7 -arctgt
3 t=1//3

1 1 T T 1 =« s
:\/§-<arctg\/§—arctg(1/\/§)>=\/g-(g—fi) :ﬁ.gzﬁ'

™
Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest réwna 6—\/5

98

dx
150. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej / _—
Y ) 5 T+ xr+2

Doprowadzi¢ wynik do postaci w-Inp, gdzie p jest liczba pierwsza, a w liczbg wymierna.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie t =+/x+2, czyli x =1 —2 i formalnie dz = 2t dt. Wowczas
przy x przebiegajacym przedzial [2; 98] zmienna ¢ przebiega przedzial 2, 10]. Otrzymu-

Jemy
98

10 10

/ dx _70 2t dt y odt 2t dt
Jr+Vr+2 ) =24t ) 24t-2 ) (t=1)-(t+2)

2

Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
2t A B
(t—1)-(t+2) t—1 T
20=A-(t+2)+B-(t—1),

dla t=-2 —4=B-(-3), skad B=4/3,
dlat=1 2=A-3, skad A=2/3.

Kontynuujemy catkowanie (nie piszemy modutu pod znakiem logarytmu, bo argument
logarytmu jest dodatni w przedziale catkowania):

10 10 10

ot dt 2/3 4/3 2 4
= dt==-In(t—1)+<-In(t+2 =
/(t—l)-(t+2) /t—1+t+2 g (=13 t+2)
2 2 t=2
2 4 2 4 4 4 2 4
:3-1n9+3-ln12—3-ln1—3-1n4:3-1n3—|—3-(ln4—|—ln3)—3-0—3~ln4:i-ln?y.

8
Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 3 -In3.
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