Jarostaw Wréblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 5 (piatek 20 marca 2020)

Dzis opowiem Wam o geometrycznym obliczu wzoru na catkowanie przez podstawienie
w calce oznaczonej. W zasadzie z punktu widzenia uzytkowego nie wnosi to nic nowego,
bo formalny wzér poznaliSmy wczoraj, dobrze jednak mie¢ jakie$ intuicje co sie liczy
i dlaczego, a nie tylko bezmyslnie mieli¢ wzorkami.
Zapomnijmy na razie o sposobie obliczania catek oznaczonych, traktujac catke ozna-
czong tylko i wylgcznie jako pole odpowiedniej figury pod wykresem funkcji podcatkowe;j.
2

Wobec tego catka / x+1dz jest polem trapezu zamalowanego na zielono na rysun-

1
ku 1. Pole tego trapezu jest réwne 5/2 i tylez wynosi wartos$¢ tej calki, ale przeciez nie

o jej wyliczenie w tym momencie chodzi, a o pokazanie mechanizmu catkowania przez
podstawienie.

1 1112131415161.71.81.9 2 z

rys. 1
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Zapragnijmy teraz wykona¢ w rozwazanej calce podstawienie t =22, czyli x = v/t
Co to w praktyce oznacza? Ano tyle, ze inaczej chcemy opisa¢ wspoétrzedna pozioma,
ktora teraz jest oznaczona literka x, a za moment bedzie oznaczona literky ¢ wedtug
przyjetego przed chwila przelicznika. W zasadzie mégtbym do punktéw interesujacego
mnie przedziatu x € [1, 2] dopisa¢ odpowiednie wartosci ¢ € [1, 4] jak na rysunku 2.

K|+

rys. 2
Wyobrazmy sobie, ze ta podwojnie wyskalowana o$ liczbowa wykonana jest z rozcig-
gliwego materiatu i rozciagnijmy ja tak, aby to skala opisana zmienng ¢ odpowiadata
geometrycznym odlegto$ciom miedzy punktami (rys. 3).
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rys. 3

Jezeli chcieliby$Smy przesledzi¢ jak w fizycznym $wiecie przemiescity sie poszczegolne
punkty podczas rozciagania osi liczbowej wyskalowanej x’ami do osi wyskalowanej ¢’kami,
spojrzmy na rysunek 4.

1 1.11.213141.51.61.71.81.9 2
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1 1.21 1.44 1.69 1.96 2.25 2.56 2.89 3.24 3.61 4 t
rys. 4

Zauwazmy, ze przy takim rozcigganiu, zwickszaja! sie odlegtodci miedzy punktami.
Jak bardzo sie zwiekszaja? O tym mowi nam stosunek przyrostu t do przyrostu z, czyli

At
jak by to zapisa¢ w konwencji fizycznej: —, a to w mikroskali staje sie pochodng funkcji

Ax’
o - L dt da®
uzytej w podstawieniu do przeliczania jednej zmiennej na druga: T dr 2.
x x
To oznacza w szczegdlnosci, ze w poblizu lewego kotica rozwazanego przedziatu?
odlegtosci miedzy punktami zwiekszaja sie przy rozcigganiu dwukrotnie, a w poblizu

prawego® czterokrotnie.

1Ty akurat sie zwickszaja, ale przy innym podstawieniu moglyby sie zmniejszaé, co odpowiadatoby
nie rozciaganiu, ale Sciskaniu elastycznej osi liczbowe;j.

2Czyli x =1 odpowiadajace t = 1.

3Czyli © =2 odpowiadajace t =4.
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A gdybysmy chcieli z powrotem skurczy¢ o$ t’kéw do osi z’6w, to skala deformacji
T de  d+\/t 1
bytab makroskali réwna —, a w mikroskali — = —— = ——=, co oczywiscie odpo-
yiaby w WA A Y at — dt 2y Y P

wiada 25 skoro Sciskanie jest cofnigciem wczedniejszego rozciagania w skali 2.
x

Wyobrazmy sobie teraz, ze nie tylko o$ pozioma jest rozciagliwa, ale calty rozwazany
obszar narysowany jest na elastycznej dwuwymiarowej btonie i rozciggamy go w poziomie
tak, jak rozciagneliSmy przed chwila o$ pozioma, a w pionie niczego nie zmieniamy
(rys. b).

rys. 5
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4
Pole tego obszaru wyraza sie catka / Vt+1dt. Gdyby kto§ naiwnie pomyslal, ze
1

przy zmianie zmiennej catkowania? wystarczy przeliczy¢ funkcje podcatkows z jednej
zmiennej na drugg i zmieni¢ przedziat catkowania, a przy tym bezmyslnie zamieni¢ dx

na dt, otrzymaltby taki ”wzorek”:
2

4
/:E+1dx:/\/%—|—1dt.
1 1

"Wgzorek” ten oparty jest na btednym przekonaniu, ze po opisanym wyzej rozciggnie-
ciu zachowuje sie pole obszaru, co ewidentnie nie jest prawda.

Aby tatwiej wyobrazac¢ sobie wplyw deformacji rozwazanej figury na pole powierzchni,
pokratkujmy® wyjéciowq figure w pionie i poziomie co 1/10. (rys. 6). Tym samym jest
ona podzielona na kwadraciki o polu 1/100 i troche tréjkacikéw o dwa razy mniejszym

polu. /|

1 1112131415161.71.81.9 2

rys. 6

4Catkowanie przez podstawienie nazywa sie tez zmiang zmiennej calkowania.
5Rezygnujac przy tym z koloru zielonego, bez ktérego kratki sa bardziej czytelne.
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Po rozciggnieciu tak pokratkowanej figury, otrzymamy obrazek pokazany na rysun-
ku 7.

1 1.21 1.44 1.69 1.96 2.25 2.56 2.89 3.24 3.61 4 t

rys. 7

Widaé gotym okiem, ze zdeformowane kratki wcale nie maja pola 1/100, a jak po-
patrzymy uwaznie na skale na osi t, to zobaczymy, ze w pierwszej kolumnie od lewej
pole kratek zwickszyto sie o czynnik 2.1, natomiast w prawej (czyli ostatniej) kolumnie
o czynnik 3.9.
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Wyobrazmy sobie teraz, ze elastyczna btona, na ktorej narysowany jest pokratkowany
obszar, ma magiczng wlasnos¢: Pozwala nam si¢ dowolnie deformowa¢ w poziomie, ale
przy kazdej deformacji zachowuje pole powierzchni — po prostu rozcigganie w poziomie
jest rekompensowane automatycznym kurczeniem si¢ magicznej btony w pionie.

Obszar narysowany na takiej btonie po rozciagnieciu nie przybraltby ksztattu jak na ry-
sunku 7, ale skurczytby sie w pionie i wygladatby tak jak na rysunku 8, gdzie kazdy
czworokacik krzywoliniowy ma pole 1/100 — identyczne jak przed deformacja.

Wy

R

V)

1 1.44 1.69 1.96 2.25 2.56 2.89 3.24 3.61 4 t

rys. 8

Poniewaz w poziomie rozcigganie bylto o czynnik 22 =2+v/t, o dokladnie taki czynnik
obszar kurczy sie w pionie prowadzadc do prawdziwego wzoru

/x+1da:—/\/_+12\/_

Podsumowujac: Zmiana zmiennej catkowania w catce oznaczonej polega na zasto-
sowaniu monotonicznego przeksztatcenia do przedziatu catkowania. To wymaga:
e odpowiedniej zmiany granic catkowania,
e przeliczenia funkcji podcatkowej na nowg zmienng.

Ponadto musimy zrekompensowaé rozcigganie w poziomie obszaru, ktérego polem®
jest catka oznaczona. Temu stuzy formalne przeliczenie rézniczki jednej zmiennej na r6z-
niczke drugiej zmiennej, czyli w naszym przyktadzie dx na dt zgodnie z formalng formutka

dr=——-.
132\/%

6Méwienie o polu ma sens, gdy funkcja podcatkowa jest nieujemna. W przypadku funkcji przyjmujacej
takze wartosci ujemne, opis wymagaltby uwzglednienia, z jakim znakiem geometryczne pole jest liczone
do calki.
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Obejrzyj w internecie wyklady doc. Goérniaka z PWr:

Odcinek 75: Catkowanie przez czesci (dla calek oznaczonych)?.
Odcinek 76: Calkowanie przez podstawienie (dla catek oznaczonych)®.

W tym drugim wyktadzie zwrdé szezegdlng uwage na koncéowke (od minuty 18:23), a
w niej na nastepujace trzy fakty:

e Calka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera jest rowna 0.

e Calka z funkcji parzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera jest réwna po-
dwojonej catce po potowie przedziatu.

e Calka z funkcji okresowej po pelnym okresie nie zalezy od wyboru przedziatlu catko-
wania.

Zadania do rozwigzania

Uwaga: Zadania nie wymagaja skomplikowanego catkowania, ale ¢wicza geometrycz-
ne spojrzenie na catke oznaczong.

151. Udowodnié nieréwnosé
3
/\3/7x2+1dx>6.
1

Wskazéwka: Zbadaé¢ wypukltosé funkeji podcatkowej lub przynajmniej zastanowié
sie nad potozeniem jej wykresu wzgledem odpowiedniej cigciwy.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

b b
"M6j osobisty smak krzywi sie na wyrazenie typu [ fdz — w filmie minuta 9:30. Wole [ f(z)dz, ale

b
dopuscitbym tez [ f.

a
8Minuta 15:12 — pole éwiartki okregu to przejezyczenie. Dlaczego?
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Rozwigzanie:
Sposob I:
Pochodna funkcji podcatkowej f(x)= V72241 dana jest wzorem
1 —-2/3 14 —2/3
/ _ 2 o 2
f(x)—g-(ht —1—1) -1435—?-9&(790 —1—1) :
a pochodna drugiego rzedu jest réwna
14 —2/3 14 -2 -5/3
" _ 2 2 —
f (x)-—gg—-(7x +1) %—?g—%r'—éf'(7x +1) 7 1da =
14 9 -2/3 392 9 ~5/3
::??'(7w +1) = (et 1) T =

= 1;1.(71:2—|—1)5/3. (7x2+1> —332.352_ <7x2_’_1>75/3:

= (1; (7:52—1-1) —332-:1:2> -(71’2—1-1)_5/3:

:(3-(7x2—|—1>—28~x2)-194-<7x2+1)5/3:<3—7-x2>-1;-(7x2+1)5/3 )

co jest ujemne dla x> 1. Stad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta na przedziale
[1,400), a wiec jej wykres lezy nad cieciwa laczaca punkty wykresu odpowiadajace
xr=11x=3. Poniewaz cigciwa ta ma réwnanie y =x+ 1, otrzymujemy nieréwnos¢

Vi +1>z+1 (1)

spelniong dla x € (1, 3). Wobec tego

3 3

3 2
/\3/7x2+1dx>/a:+1dx:%+x
1

1

9 1
—Z43---1=6.
2073

r=1

Uwaga:
3

Wartos¢ caltki / x+1dxr mozna poda¢ bez catkowania korzystajac z nastepujacej

1
reguty: Calka oznaczona z funkcji liniowej jest iloczynem dtugosci przedziatu catkowania
przez wartos¢ funkcji podcatkowej w érodku przedziatu catkowania.

Sposob I1:
Postepujemy jak w Sposobie I, przy czym nieréwnos$é (1) dowodzimy bezposrednio
przeksztalcajac ja do postaci rownowaznych:

T2 +1> (z+1)3,
T2 +1> 2%+ 322+ 3z +1,
0>2®—42°+ 3z,
0>z-(x—1)-(x—3),

co jest prawdziwe dla z € (1, 3).
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Uwaga:

Warto$¢ szacowanej catki jest mniejsza od 6,1. Oznacza to, ze w rozwiazaniu nie
mozemy sobie pozwoli¢ na zbyt grube oszacowania. Na rysunku 9 przedstawiony jest
wykres? funkeji f wraz z jej cieciwa!? uzyta do oszacowania calki.

A

Y

QO = = e e e e e e e == ———— - — )

e = = o = = —————————————————

rys. 9

152. Rozstrzygnad, czy warto$¢ calki oznaczonej
3
/log2 (5°+3) dz
1

jest mniejsza czy wigksza od 10.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

9Czarna linia.
10Czerwona linia.
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Rozwigzanie:
Oznaczmy przez [ funkcje podcatkowa:

f(z)=1log, (5°+3) .

1 575
In2 543

Woéwezas

(=)
o , 1 57-(In5)> 1 5%.(In5)”> 1 3-5-(Ind)’
PO=1 543 W2 (res? M2 Grea?

skad wynika, ze funkcja f jest $cidle wypukta.
Poniewaz f(1)=3 oraz f(3)="7, wykres funkcji f lezy ponizej cieciwy o koncach (1, 3)
i(3,7). Wobec tego f(x)<2x+1 dla z € (1, 3) i w konsekwencji

3 3
/log2(5m+3) dx</2x+1dx:10.
1 1

Wartos¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

153. Rozstrzygnac, czy warto$¢ calki oznaczonej
12
/ Va2 +4dx
10

jest mniejsza czy wigksza od 10.
Wikazowka: Tym razem zamiast cieciwy rozwazy¢ odpowiednig styczna do wykresu
funkcji podcatkowej.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Oznaczmy przez [ funkcje podcatkowa:

flx)= Va2 +4.

Woéwezas )
f’(l‘) _ Ex <$2+4)_2/3
oraz
f”(l‘) :g. <x2+4)—2/3_89$2_ (I2+4)_5/3: 21;23—1—8 _ (QZ2—|—4)_5/3—891:2. (x2+4>_5/3 _
:M,(x2+4>—5/3:24—72112.(x2+4>—5/3 < 0. ol ato12.

9 9

skad wynika, ze funkcja f jest Scidle wklesta w przedziale {\/ﬁ, —I—oo) zawierajacym
interesujacy nas przedzial catkowania [10, 12].

Poniewaz f(11) =5, wykres funkcji f w przedziale calkowania lezy ponizej!! stycznej
do wykresu w punkcie (11, 5). Wobec tego

flx) <5+ f'(11)- (z—11) dla =z € (10, 12)

i w konsekwencji

12 12
/\3/:E2+4dx</5—|—f’(11) (z—11)dz=10.
10 10

Warto$¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

Uwaga 1: Bez trudu mozna wyliczy¢, ze f/(11)=22/75 i wstawi¢ te warto$é¢ do wzo-
row wystepujacych w rozwigzaniu, ale jest to catkiem zbyteczne z matematycznego punk-
tu widzenia. Moze to by¢ jednak wskazane ze wzgledow medycznych (wiekszy komfort
psychiczny osoby rozwiazujacej zadanie).

Uwaga 2: Przy pomocy komputera mozna wyliczy¢, ze warto$¢ podanej catki jest
w przyblizeniu réwna 9,9974.

HTakie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagaloby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznodci lezy na stycznej, a nie ponizej niej.
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