Jarostaw Wréblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 6 (poniedzialek 23 marca 2020)
Przypomnienie najwazniejszych fragmentéw wykltadu z wtorku 10.03.2020

Podziatem przedziatu [a, b] nazywamy kazdy skoriczony ciag (xo, 1, T2,..., Tn_1, Tn),
gdzie a=xg<r1<29<...<Tp_1<x,=D>.

7 takim podzialem wigzemy figury ztozone z prostokatéw zbudowanych na odcinkach
podziatu. Z jednej strony (rys. 1) budujemy najwieksza figure, kréra jest zawarta w ob-
szarze pod wykresem funkcji f, a z drugiej (rys. 2) najmniejsza figure, ktéra ten obszar
zawiera.
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Y

rys. 1

rys. 2
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Biorac pod uwage, ze k-tym przedzialikiem podziatu jest przedziat [xj_q, xy], figury
zamalowane na zielono na rysunkach 1 i 2 maja pola réwne odpowiednio

n n

> ((a:k—a:k_l)- inf f(x)) oraz > ((xk—xk_l)- sup f(:t)) )

=1 e€[zk—1,2%] k=1 w€lwp_1,21]

Jezeli P jest zbiorem wszystkich podzialéow (zo, x1, xa,..., Tn_1, x,) przedziatu [a, b],
to funkcja ograniczona f:[a, b] — R jest (z definicji) catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

n

sup Z((ﬂfk—xk_l)- inf f(x)) =

(xnylvnzxn)eT k=1 welmh-1.]

n

= inf > ((mk—xk_l)- sup f(x)) :
(zo,xh...,xn)e‘:])k:l x€[T)_1,78]
Caltkowalne sa wszystkie funkcje ciagle, ale niektére nieciagte tez (na razie tego nie
precyzujemy).

Jedli funkcja f jest catkowalna, to jest catka oznaczona [ f(z)dz jest granicy ciggu
sum Riemanna odpowiadajacych ciaggowi podziatéw przedziatu [a, b] o Srednicy! dazacej
do zera. W sumie Riemanna z kazdego przedzialika podziatu dowolnie wybieramy punkt,
z ktérego czerpiemy wartosé¢ funkeji f. Jezeli (zg, 1, z2,..., Tn_1, T,) jest podziatem
przedziatu [a, b], a yi € [xr_1, 21|, to odpowiadajaca temu podzialowi i temu wyborowi
punktéw y; suma Riemanna jest rowna

n

> ((xk—xk,l)j(yk)) :

k=1

Powyzszy fakt zapisze réznymi wzorami opierajacymi sie o r6zny kompromis pomiedzy
ogo6lnoscia i prostota.

Wersja 1 (najogélniejsza):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podzialéw przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest
podzial (2,0, Tn1, Tn2,- -y Tnmp—1s Tnm,), KtOry jest podziatem na m, przedzialikdw.
I tak =z, oznacza k-ty punkt n-tego podziatu. Zakladamy, ze $rednice podziatéw daza
do 0:

lim max (Zpp—Znr—1)=0.
n_}(x)lgkgmn( n,k n,k 1)

I do tego jeszcze z kazdego przedzialiku kazdego podziatu wybieramy dowolnie jeden
punkt, a doktadniej z przedzialiku [z, k—1, ©, ] Wybieramy punkt v, k.

Woéwczas ciag odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-
nej:

T}Lrgog ((xn,k:_xn,k—l)'f(yn,k)) Za/bf(m) de .

18rednica podziatu to dlugoéé najdluzszego przedzialika tego podzialu: max (xg —xp—1)-

IR
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Wersja 2 (troche mniej ogdlna: dowolne podzialy, y-ki w prawych koncach):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b) — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podziatéw przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest
podzial (2,0, Tn1s Tna,-- s Tnmp—1s Tnm, ), KtOry jest podziatem na m, przedzialikdw.
I tak x,  oznacza k-ty punkt n-tego podziatu. Zaktadamy, ze $rednice podzialéw daza
do 0:

lim max (Zpp—Znr_1)=0.
"_’Oolékémn( n,k n,k 1)

Jako punkt z przedzialiku [z, x—1, T, ] wybieramy punkt y,, =z, .
Wowczas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-
nej:

7}520]2 ((xn»k_xn,k—l)'f(xn,k)) —a/bf(m) dz .

Wersja 3 (jeszcze mniej ogdlna: n-ty podzial na n czesci,
y-ki w prawych koricach):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podziatéw przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest
podzial (2,0, Tn1, Tn2s--- ) Tnn—1, Tnn), KEOry jest podzialem na n przedzialikéw. I tak
Zn, ) 0znacza k-ty punkt n-tego podziatu. Zakladamy, ze srednice podziatow daza do 0:

lim max (z, s —Znt—1)=0.
"Hoolgkén( n,k n,k l)

Jako punkt z przedzialiku [z, 1, T, ] wybieramy punkt y,, =z, .
Wowczas ciagg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-

nej:
n b

Jim > ((xn,k_l’n,kfl)'f(xn,k)) Z/f(x) dr .

k=1 a
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Wersja 4 (n-ty podzial jest podzialem na n réwnych przedzialéw,
y-ki s prawymi konicami):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Przyjmujemy, ze n-ty podzial przedziatu [a, b] sktada sie z punktéw

b—a
Tpp=a+k-
n
oraz ze sg one jednoczesnie y-kami wybranymi do obliczania wartosci funkcji f:
b—a

yn,k:xn,k:a+k' n

Wowczas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-
nej:

7111—%10; (b;a.f<a+k-b;a>) = lim_ (b:la.kf:f<a+k~b;a>) :a/bf(x)dat.

=1

Suma Riemanna odpowiadajaca opisanemu wyzej podziatowi przedzialu na réwne
czedci przedstawiona jest na rysunku 3 jako zamalowane na zielono pole prostokatow.

rys. 3

a
Zauwazmy, ze poniewaz czynnik —— wystepuje we wszystkich sktadnikach sumy

Riemanna, mozemy go wylaczy¢ przed znak sumy.
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Wersja 5 (n-ty podzial jest podzialem na n réwnych przedzialéw,
y-ki sg lewymi konicami):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Przyjmujemy, ze n-ty podzial przedziatu [a, b] sktada sie z punktéw
b—a

Tpk=0a+k-

oraz ze sg one jednoczesnie y-kami wybranymi do obliczania wartosci funkcji f:
b—a

Ynk = Tn k-1 = a—+ (k - 1) .

Woéwezas ciag odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-
nej:

LngoZ(b; f{at 1) bn“))z
> <a+ (k—1)- )) /f

Suma Riemanna odpowiadajaca opisanemu wyzej podziatowi przedzialu na réwne
czesci przedstawiona jest na rysunku 4 jako zamalowane na zielono pole prostokatow.

= (

rys. 4
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Obejrzyj w internecie wyklady doc. Goérniaka z PWr:

Odcinek 2: Definicja i interpretacja geometryczna caltki oznaczonej.
Odcinek 3: Obliczanie (na podstawie definicji) catek oznaczonych.

Uwagi o drobnych réznicach miedzy moimi definicjami i definicjami przy-
jetymi przez doc. Goérniaka:

Ja przyjatem definicje catki oznaczonej uzywajac kresow poél figur po zbiorze wszyst-
kich podzialéw przedzialu calkowania. Jako wlasnoéé¢ funkceji catkowalnej? przytoczytem
twierdzenie méwiace, ze catka jest granicg ciggu sum Riemanna® odpowiadajacych ciago-
wi podziatoéw przedziatu o srednicy dazacej do zera. W wyktadzie doc. Gérniaka zbieznosé
ciggu sum catkowych jest uzyta w definicji catkowalnosci. Ponadto doc. Gérniak zaktada,
ze n-ty podziat jest podziatem na n odcinkéw, a ja tego nie zaktadatem — cos za cos,
ja miatem odrobinke ogdélniej, ale za to musiatem mie¢ dodatkowe oznaczenie na liczbe
przedzialikow w n-tym podziale.

Zadania do rozwigzania

181. Obliczy¢ catke

1
3
O/xda:

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podzialom przedziatu
catkownia na réowne czesci (wersja 4).

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownaé¢ wyniki.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

2P6ki co wiemy, ze funkcje ciagte s catkowalne, a takze catkowalne sg niektére funkcje nieciagte, ale
na razie bez dokladniejszego sprecyzowania.
3Mozna méwié: suma Riemanna, suma catkowa, suma calkowa Riemanna.
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Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzér z wersji 4 przybiera postaé

e (L 5(4)) - e

Wobec tego?

1 3 2 2
: . 1 X[k ) 1 & _ 1 n?(n+1) 1
3 3
/.1: d.fl;—nhlll (nkgl <n> ) —T}llll (n4' Eﬁ k' ) —nhlll (n44 ) —1

0 k=1
Sprawdzenie:
/1 x? : 1
3
x'dr = — =-.
0 4 =0 4
182. Obliczy¢ catke
1
/ 2% dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatlom przedziatu
catkownia na rowne czesci (wersja 4).

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownaé¢ wyniki.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

n
4Korzystamy po drodze ze wzoru Zk3 =
k=1

n?-(n+1)>2
—
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Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzér z wersji 4 przybiera postaé

n k 1
i (2Zf(n)) = [ f(a)da.
-1
Wobec tego® °

1 n 1/m\" _
1 1 2 1 1 2—1
[2mdw=lim | -3 25" = lim -21/”-<1) = lim <-21/"-1>=
J n—oo \ n = n—oo \ n 21/n 1 n—0oo \ n 21/m 1

k=1
1 2in ) 1/n 1/n 1/n
— i S R /n. — i /n 1 =1 lim —/° —
,}Lrglo(n 21/H_1>,}£20<2 zl/n_l)JL%Q A o =1 i o — =
1
= lim /n

Jezeli istnieje granica (funkcji)

lim
=027 — 1"
to istnieje réwniez granica (ciggu)
1/n
lim /

n—oo 21/n _ 1
i sg one réwne. Korzystajac z reguty de I’'Hospitala otrzymujemy
. z ) 1 1
lim =lim =—
z—09T — 1 z—0 27 .1n2 In2
i tyle wlasnie wynosi wartosé¢ szukanej calki.
Sprawdzenie:

1
2 1 1

T2 2 2’

=0

1
21’
0 n

Do kolejnych dwéch zadan nie podaje rozwigzan — podziel sie swoimi wy-
nikami na forum na moodlu.

183. Pomyslatem sobie jakas funkcje liniowa f:[—1, 1] —R. Nie podam Ci tej funkcji,

1
ale Ty masz za zadanie znalez¢ wartos¢ catki / f(z)dz. Moge podaé Ci wartos¢ funkeji f
21
w jednym wybranym przez Ciebie punkcie.
O warto$¢ funkcji w ktéorym punkcie mnie zapytasz i jak na podstawie tej informacji
obliczysz wartosé¢ catki?
184. Pomyslatem sobie jakas funkcje f:[—1, 1] = R bedaca wielomianem trzeciego
1
stopnia. Nie podam Ci tej funkcji, ale Ty masz za zadanie znalez¢ wartos$¢ catki / f(z)dx.
21
Moge poda¢ Ci wartosci funkeji f w dwoéch wybranych przez Ciebie punktach.
O wartosci funkcji w ktérych dwoch punktach mnie zapytasz i jak na podstawie tej
informacji obliczysz warto$é¢ catki?

SKorzystamy po drodze ze wzoru na sume postepu geometrycznego.
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