Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 7 (wtorek 24 marca 2020)

Zaczniemy od zadania podobnego do wczorajszych zadan 181 i 182.

185. Obliczy¢ catke
1
/ Vrdx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownaé¢ wyniki.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

Dzien 7 (wtorek 24 marca 2020) - 67 - Strony 67-72



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Rozwigzanie:
Najpierw pokaze, w jaki sposdb mozna naiwnie probowac rozwigzac to zadanie i dlacz-
go to sie nie udaje.

Dla funkcji ciaglej f:]0, 1] = R i ciagu podziatéw przedziatu na rowne czesci, intere-
sujacy nas wzor ogdlny przybiera postaé

,}LI{,IO(l'if@)) :0/1f<x>dx.

=1

Wobec tego
1

1 n
/\/Ed:z:: lim (z\/z) .
Trudnoscia, jaka napotykamy w tym momencie, jest brak wzoru, ktory pozwolitby
wyrazi¢ sume

S VE= VI V2 VB VAVt VT vi

w prostej postaci pozwalajacej na przejscie graniczne.

No c6z, naiwnie sadziliSmy, ze najlatwiej bedzie wybra¢ mozliwie najprostszy ciag
podziatéw przedzialu catkowania, a mianowicie podzialy na réwne czeéci. Ale co nam
z tego, ze sam podzial jest tadny, skoro funkcja podcatkowa w punktach podziatu przyj-
muje wartodci wykluczajace zwiniecie otrzymanej sumy do prostej postaci.

Musimy wiec zmieni¢ nasze priorytety. Niewazne, czy przedzialiki podziatu sa rowne,
czy nie. Przede wszystkim wartosci funkcji podcatkowej w punktach podziatu musza
by¢ mozliwie najprostsze. Poniewaz w rozwazanym przyktadzie funkcjag podcatkowsa jest
pierwiastek kwadratowy, punktami podzialu powinny by¢ liczby, ktorych pierwiastki
kwadratowe sg liczbami wymiernymi, a jeszcze lepiej, jesli nie beda to byle jakie liczby
wymierne chaotycznie rozmieszczone, ale liczby wymierne tworzace w miar¢ regularny
cigg!, na przyklad cigg arytmetyczny.

To prowadzi do pomyshu, aby za punkty n-tego podziatu przyja¢ kwadraty liczb wy-
miernych tworzacych skoniczony ciag arytmetyczny. Oczywiscie taki, aby zerowy punkt
podziatu byt lewym, a n-ty prawym koncem przedziatu catkowania, czyli

k2

Tnk= 75 -
n2

Zanim zajrzysz na kolejng strone, postaraj sie odszuka¢ we wczorajszym
wyktladzie wzorek, ktéry ma tu zastosowanie i doprowadzi¢ do konca oblicze-
nia.

Ty mamy na myéli ciag skonczony, ale stowo ”skoficzony” pomijamy, aby nie zaburzaé¢ plynnoéci
i tak juz rozbudowanego zdania.
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Zastosowanie ma Wersja 3 (n-ty podzial na n czesci, y-ki w prawych koncach):

n

/f )dx= lim > ((xnk—xnk,l)f(:cnk)) ) ()

n—oo

k=1
W naszym wypadku

2
(1,:0, bzlv f(l'):\/i, l‘n,k’::zzv

skad po podstawieniu powyzszych danych do wzoru (&) otrzymujemy
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Sprawdzenie:

Wida¢ wyraznie, ze uzywanie sum Riemanna do wyliczania calki oznaczonej jest dosé
zmudne, a czasem wrecz moze by¢ praktycznie niemozliwe. I na dtuzszg mete wydaje
sie bezcelowe, skoro mamy duzo prostszy sposéb na obliczanie calek oznaczonych. Ale
mozna w drugg strone... Nie uprzedzajmy jednak tego, co za chwile sie stanie i popatrzmy
na taki przyktad:

Przyktad: Obliczy¢ granice (ciagu):

li ( L + L + L 4.+ L + !
im — .
n—oo\n+1 n+2 n+3 2n—1 2n

Podejscie 1 (naiwnie optymistyczne i dlatego nieudane):

Szacujemy sume pod znakiem granicy od dotu i od gory, aby skorzystaé¢ z twierdze-
nia o trzech ciagach. Oszacowanie odbywa sie przez pomnozenie liczby sktadnikéw (czy-
li n) przez wspoélne oszacowanie sktadnikéw, czyli sktadnik najmniejszy badz najwickszy.

Otrzymujemy

1 1 n < 1 . 1 n 1 T 1 +1 < n 1
—— = — i+ —4— — — 1.
2 2 2n = n+1 n+2 n+3 on—1 " 2n D n+1

Poniewaz oszacowania dolne i gérne daza do réznych granic, twierdzenie o trzech ciggach
nie ma tu zastosowania. Poki co nie tylko nie znamy granicy ciggu, ale nawet nie mamy
pewnosci, ze ciag jest zbiezny, bo teoretycznie mozna sobie wyobrazié, ze jego wyra-
zy dziwnie oscyluja gdzie$ miedzy 1/2 i 1 — raczej mato prawdopodobne, ale prostego
argumentu wykluczajacego taka oscylacje nie widac.
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Czyzbysmy nieumiejetnie przeprowadzili oszacowania? Ale jak to zrobi¢ lepiej, skoro
iloraz pierwszego sktadnika sumy do ostatniego dazy do 2, a wielkos¢ sktadnikéw ptynnie
sie zmienia. Nasze oszacowanie wrzucito wszystkie sktadniki do jednego wora i dlatego
bylo niedoktadne (bo w tym worze sktadniki réznity sie o czynnik prawie 2), ale nie
wida¢ jak w elementarny sposéb uzyskaé oszacowania dolne i gorne dazace do tej samej
granicy.

Podejscie 2 (wykorzystujgce specjalng postaé sumy pod znakiem granicy):

Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach, ale potrzebujemy naprawde precyzyjnych
oszacowan. W celu ich uzyskania rozwazymy funkcje f:[n, 2n] — R okreslona wzorem

2n
d
f(z)=1/x. Wowczas calka / i jest réwna polu figury pod wykresem funkcji f, a po-
x
n
nadto poréwnanie tego pola z polami zielonych figur ztozonych z prostokatéw na rysun-
kach 1 i 2 prowadzi do nieréwnoséci:
o -1

2n1
Z—<n/?<k§j.

YA k=n+1 k

y=1/x

Dzien 7 (wtorek 24 marca 2020) - 70 - Strony 67-72



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Poniewaz
Qndx 2n
/—zlnx =In(2n) —lnn=1In2,
x
otrzymujemy nieréwnosci
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Poniewaz otrzymane wyzej oszacowania dolne i gorne daza do tej samej granicy réw-
nej In2, otrzymujemy

2n 1
lim Y —=In2.
[y

Dos¢ nieoczekiwana warto$¢ szukanej granicy ciggu catkowicie rozgrzesza nas z nie-
powodzenia przy probie skorzystania z twierdzenia o trzech ciggach po prostych elemen-
tarnych oszacowaniach — trudno bowiem oczekiwaé, ze proste elemnetarne rozwazania
doprowadza do granicy rownej In2.

W powyzszym rozwigzaniu nie bylo ciagu sum catkowych Riemanna. Natomiast wy-
korzystalisémy interpretacje geometryczna catki oznaczonej do uzyskania na tyle precyzuj-
nych oszacowan, aby mozna bylo skorzystac¢ z twierdzenia o trzech ciagach. Wprawdzie
caly czas uzywaliSmy tej samej funkcji, ale dla kazdego n byt inny przedziat caltkowania
— jednak wartos¢ catki oznaczonej byta za kazdym razem taka sama. Jest to wynikiem
prostoty przyktadu i pewnego zbiegu okoliczno$ci. Jednak w innych tego typu przykta-
dach takie podejécie moze by¢ niewygodne badZz wrecz nieskuteczne. Mniej naturalne
w tym konkretnym przyktadzie, ale bardziej ogdlne jeeeeeest ...

Podejscie 3 (najogdlniejsze, wykorzystujgce zbieznosé ciggu sum Riemanna do calki
oznaczonej):

Przypomnimy z wczorajszego wyktadu:

Wersja 4 (n-ty podzial jest podzialem na n réwnych przedzialéw,
y-ki sg prawymi koncami):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Przyjmujemy, ze n-ty podzial przedziatu [a, b] sktada sie z punktow
b—a
n
oraz ze sg one jednoczesénie y-kami wybranymi do obliczania wartosci funkcji f:
b—a

yn,k:xn,k:a+k' n

Tpp=0a+k-
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Wowezas ciag odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do calki oznaczo-
nej:

n b
lim (b_a-Zf(Hk'(b—a)))=/f(fv)dx- (©)
[ N L n a

Aby wykorzysta¢ rachunek catkowy do obliczenia granicy ciggu, ktérego wyrazami
sa coraz dtuzsze sumy, trzeba te granice wpasowaé do postaci lewej strony wzoru (Q).
Zwroémy uwage, ze po lewej stronie sa sumy, ktorych sktadniki nie zawieraja ani gote-
go n, ani golego k, a jedynie iloraz k/n. Ponadto sumowane sa wartosci jakiej$ funkeji
7z argumentami skaczacymi o taka warto$é? jak czynnik wystepujacy przez znakiem sumy.

Zobaczmy jak to dziala w rozwazanym przez nas przyktadzie:

2n 1 n 1
lim > = lim > o zmienilismy numeracje sktadnikéw
k=n+1 k=1n+
i 1 i 1 . lig d ik 1/
= lim | —- = wyciggnelismy przed sume czynnik 1/n
L D D e yeiagnelismy p ¢ czy

1 k
= lim (n S f <1+n>) = zapisalidmy sktadniki jako wartosci funkcji f(z)=1/x

= skorzystalismy ze wzoru (Q)

2

=Inx =In2—Inl=1In2. obliczylismy wartos¢ catki

=1

Na rysunku 3 na zielono zaznaczona jest figura o polu réwnym n-temu wyrazowi
rozwazanego ciagu.

yﬂ

1+% 1+% n n x

rys. 3

Wiecej tego typu przyktadéw zobaczycie jutro...

2W ogélnym wzorze jest to (b—a)/n, ale czesto bywa po prostu 1/n.
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