Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 8 ($roda 25 marca 2020)

Dzi$ daje Wam do rozwigzania 5 zadan!. Zanim jednak do nich przejdziemy, mu-
sze Wam wyjadni¢ mozliwe warianty podstawowego wzoru, ktory jest w tych zadaniach
wykorzystywany?:

Wersja 4 (n-ty podzial jest podzialem na n réwnych przedzialéw,
y-ki sa prawymi konicami):

Ciag odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbieZny do catki oznaczonej:

o (05w 20) ) = f oy ®»

Pierwsza modyfikacja Wynlka z koniecznosci. Ot6z dana w zadaniu suma moze nie mie¢
n sktadnikow, a np. 2n, 5n czy 10n. Na te okolicznos¢ trzeba mie¢ wariant wzoru (&),
ktory odpowiada podziatowi przedzialu catkowania na inng niz n liczbe przedzialikéw
réwnej dlugosci. Niech tych przedzialikéw bedzie Mn. Woéwczas wzér (M) przybiera

postac
_q M _ b
,}Lrgo(w S f(ath bM;L))=/f(w)dx- (AS)

Druga modyfikacja wynika z wygody. Suma moze mie¢ Mn skladnikow, ale moze
by¢ wygodniej numerowac je inaczej niz liczbami od 1 do Mn. Powiedzmy, ze sktadniki
wygodnie jest ponumerowacé liczbami od Pn+1 do (P4 M )n. Wtedy wzor (#) przybiera
postac

. ¢ (P+M)n a+c(P+M)
,}L@o(n'kgﬂf(ﬁk )) s (h4)

Zauwaz, ze we wzorze (Méé) czynnik przed znakiem sumy jest réwny przyrostowi
argumentu funkcji f w kolejnych sktadnikach, a przedziat catkowania odpowiada zakre-
sowi, jaki przebiegaja argumenty funkcji f w sktadnikach sumy.

Na przyktad we wzorze

277

p (2 3 (%)= [

" k=2n+1 277
czynnik przed suma jest réwny 3/n i o tyle przyrastaja argumenty funkcji f w kolejnych
sktadnikach sumy. Skoro w sumie wskaznik k& przebiega od z grubsza 2n do 7n, to tym
samym argumenty funkcji f przebiegaja od 20 do 35 i takie wlasnie powinny by¢ granice
catkowania.

186. Obliczy¢ granice

2n n

I
ntit _%:Hk 2 2kn+2n?’

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzie¢, gdzie napotykasz trudnosci.

17 tych 5 zadan jedno ma 10 podpunktéw.
2Korona06, 23 marca, strona 62.
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Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
2n n 1 2n 1 1 2n k
2 ki n B 9 ko n f()
k=n-+1 nt+int no S0 (E) —2: 042 N p=pg1 \T
1
dzi =—.
gdzie f(z) S T

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciggowi podzialow przedziatu catkowania na przedziaty réwnej dtugosci daza
do calki oznaczonej:

1 2 (k) f P P Pl

lim —- —|= dr=| ————dor=[| ——————dr= dt =
ooy kzn;rlf(n) 1/f(x) v 1/x2—2x+2 v 1/ (x—1)2+1 v 0/t2+1
1

™

=arctgt =arctgl —arctgl = 1

t=0
gdzie po drodze wykonaliSmy podstawienie t =x—1, z formalnym wzorem dt =dx i prze-

ksztalceniem przedziatu catkowania x € [1, 2] na t € [0, 1]. Otrzymujemy wiec
2n

n 7
li =—.
noe k:Zn:H k? —2kn+2n? 4
187. Obliczy¢ granice
2n kS

li —_.
nLr{zo];::l 5k4_|_n4

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
2n k3 B 1 2n (k./n)

D ar e DYy n§f<n)

x?)

gdzie f(x)= Pl

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggla, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciaggowi podziatow przedziatu catkowania na przedzialy rownej dtugosci daza
do calki oznaczone;j:

1 2
Jggoﬁ Z:f() /f dm_/5a:4+1 = 00/

B In&81 —1Inl B 4In3 B In3

20 20 57

ln(5x4+1)
20

=0
gdzie po drodze skorzystaliSmy ze wzoru

9@) b o(e
o() dr=Inlg(x)|+C.

Otrzymujemy wiec
2n 3 In3
lim — =
n—0o0 2. Sk*4+n* 5

k=1

188. Obliczy¢ granice (ciagu)
lim ( vn + Vi + Vi Vi
n—oo\ 2n+1)-vn+1 (2n+2)-v/n+2 (2n+3)- \/n—I—S (2n+4)- \/n—|—4
VA Vi )
2n+k)-vn+k T (4n—2)-vB3n—2 (4n—1)-v/3n—1 (4n) V3n

3

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume Wystgpujagcag pod znakiem granicy:
2n \/ﬁ 1 1 2n k
> e T e et I WA LEe
im1 2ntk) vtk onoD(248) 1+ E 0 D
1
dzie f(x) = ——=.
gdzie J() = ) E
Poniewaz funkcja f jest catlkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-

dajace ciagowi podzialéw przedziatu catkowania na 2n przedzialtéw réwnej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej:

3 V3 1
lim — 1 r=2-| ———dt=
Jim - kZlf( o ) /f 1/“1 1/t2+1
V3
=2-arctgt :2-arctg\/§—2-arctg1:2-g—2-%:%,
t=1

gdzie po drodze wykonaliémy podstawienie t =+/z, czyli x =1t*, z formalnym wzorem
dx =2t dt i przeksztalceniem przedziatu catkowania z €[1, 3] na t € [1, \/g}

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciagu jest rowna /6.

189. Obliczy¢ granice (ciagu)
lim n”- (14+2V2+43v348+5V5+...+kvVE+...+ (5n—1)v/5n—145nv/5n)

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

p % 13/2 _ ot 1 i’i‘ 132 _ o pt5/2 1 % <k>3/2 pts/2 L % f <k’>
k=1 =1 nop=1\1 =1 \N
gdzie f(x)=22
Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-

dajace ciaggowi podzialow przedzialu catkowania na 5n przedziatéw rownej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej:

5
2
hm— f( ) fz)dx= 232 dp == 252
n—oo n k:zjl / / 5 o

Powyzsza wartos¢ b@dz1e granicg rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nP°/2 bedzie réwny 0, czyli dla p=—5/2.

2
=5~55/2:2-53/2:10-¢5.

Odpowiedz: Dla p= —5/2 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 10-+/5.

190. W kazdym z zadan 190.1-190.10 podaj w postaci uproszczonej wartosc¢
granicy ciagu.

) 1 1 1 1 1
190.1. lim + + +oo =

n—oo\2n+1 2n+2 2n+3 2n+k 6n
1 1 1
190.2. 1 — . =
"Hgo<n+2 n+4 n—|—6jL . —i—2k+ +9n>
190.3 < Lo )—
3. lim n—|—4 n+8 n—|—12 et Qi) =
n+1 n-+2 k ™m
190.4. 1 e t——+. ==
nl—’n@°1<><n (n+1)2 +(n—|—2)2+ +n2+k2+ +50712)
n+1 n+2 k on
190.5. 1 it ————=+.. === ...
nggo<2n (n+1)2 +2n2+(n+2)2+ Tyt +27n2>
190.6 ( TR A +3">—
6. lim 2 3n2—|—4 g T gnE ) T e
n n
190.7. 1 =
n1—>I£lo<n2 1 n2+4+ -t 2_|_k2+ +2n2>
n n
190.8. — . — =
”—’°°<3n2+1 3712—1—4+ +3n2+k2+ +4n2>
190.9. lim ( " +...+n+...+>— ......................
n—oo \ 3n?+41 3n2 +4 3n?+k? 12n?2
190.10. i ( SR | E— n)
.10.  lim B e L e I
n=oo \3n?+(n+1)2  3n2+4(n+2)2 3n?+k? 12n?

Zapisz swoje odpowiedzi i poréwnaj jutro z poprawnymi odpowiedziami.
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