Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 9 (czwartek 26 marca 2020)

Dzisiejszy dzien rozpocznij od sprawdzenia swoich odpowiedzi do wczorajszego zada-
nia.

190. W kazdym z zadan 190.1-190.10 podaj w postaci uproszczonej wartos¢
granicy ciagu.
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Obliczanie pdl figur na plaszczyznie.

Dzi$ opowiem Wam o zastosowaniu catek do obliczania wielkosci (pdl i diugosci)
roznych figur ptaskich.
Na poczatek zagadnienie dos¢ proste, wiec nie pos$wiece mu zbyt wiele uwagi.
Oto6z przy pomocy calki oznaczonej mozna wyrazi¢ pole obszaru o szczegdlnej postaci.
Niech dane beda funkcje ciagte! f,g:[a, ] — R spemiajace dla kazdego x € [a, b]
warunek f(z) > g(z). Interesuje nas pole obszaru
{(z,y): a<z<b A g(z) <y < [f(z)}

zamalowanego na zielono na rysunku 1.

y = f(x)
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rys. 1

Pole to wyraza sie wzorem
b
[ f@)=g(x) dz.

W przypadku, gdy f i g przyjmuja tylko wartosci nieujemne, zielony obszar to obszar
pod wykresem funkcji f z usunietym obszarem pod wykresem funkcji g, ma wiec on pole

[ f@)yde— [ g(x)de= [ f(2) - g(z)da.

I na tej uwadze, jesli chodzi o wyjasnienie powyzszego wzoru, poprzestane, koncen-
trujac sie na kolejnym, znacznie mniej oczywistym zagadnieniu.

"'Wystarczy, ze funkcje te sa catkowalne, ale nie ma sensu topié istoty sprawy w niuansach dotyczacych
mozliwego poluzowania zalozen.
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Dlugosé krzywej na plaszczyznie.

Czym jest dlugos¢ krzywej? To pytanie nie na miejscu, jesli najpierw nie odpowiemy
sobie, czym jest krzywa. I czym jest krzywa, ktérej dtugos¢ mozna oblicza¢. Naiwne
i zbyt swobodne rozumienie stowa ”"krzywa” moze w skrajnym przypadku doprowadzi¢
do patologii w stylu krzywej Peano?, a przeciez nie o to nam tu chodzi.

Odtozmy na razie problem wyjasniania, czym jest krzywa, a skoncentrujmy sie na zde-
finiowaniu i obliczaniu dltugosci krzywych, jesli juz to sobie kiedy$ doprecyzujemy.

Jak definiowalismy i obliczaliSmy pola figur? Ano wykorzystywaliSmy do tego pewne
szablony — proste figury, ktérych wartos¢ pola nie budzita zadnych watpliwosci. Tymi
szablonami przyblizaliémy coraz lepiej interesujaca nas figure, uzyskujac coraz lepsze
przyblizenie jej pola. Taka jast intuicja. Oczywiscie musialo to mie¢ jakas w miare pre-
cyzyjng techniczng oprawe, ale istota polegata na przyblizaniu figury.

Korzystalismy z takiego oto, jak sie okazato stusznego, zatozenia, ze dobre przyblizenie
figury daje dobre przyblizenie pola.

Do przyblizania obszaréw pod wykresem funkcji wystarczyty w zupetnosci figury zbu-
dowane z prostokatow. I takie proste szablony sprobujmy wykorzystaé¢ do obliczenia
dtugosci przekatnej kwadratu® o boku 1 (rys. 2).

Zeby nie papra¢ sie z twierdzeniem Pitagorasa i pierwiastkami, przyblizajmy te prze-
katng tamanymi ztozonymi tylko z odcinkéw poziomych i pionowych?*. Coraz lepsze tego
typu przyblizenia mozemy zaobserwowa¢ na rysunkach 3-7.

e e e e e e e e e e e e e e e —

rys. 2 rys. 3

2Jest to "krzywa”, ktéra jest pelnym kwadratem. Pogooglaj sobie, jeéli Cie to interesuje.
3Najprzyjemniej oblicza sie wielkosci, ktérych wartoéé juz znamy.
4Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze odcinki lamanej maja réwna diugosé.
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rys. 6 rys. 7
Bez trudu wyliczamy dtugos¢ kazdej z rozwazanych tamanych — jest ona réowna 2,
gdyz odcinki pionowe tej tamanej maja taczng dtugosé 1 i odcinki poziome tez maja
dtugosé 1. Skoro przekatng kwadratu mozna dowolnie dobrze przyblizy¢ krzywa (w tym
wypadku tamana) o dtugosci 2, to wychodzitoby z tego, ze przekatna kwadratu o boku 1
ma dlugo$é¢ 2. Podejrzewam, ze w szkole uczono Was czego$ innego.

Morat stad jest nastepujacy:

Dobre® przyblizenie krzywej inng krzywa nie musi

prowadzi¢ do dobrego przyblizenia jej dlugosci.

W naiwnym rozumieniu.
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Popatrz teraz na rysunki 8 i 9 i odpowiedz na dwa pytania:
Ktora figura ma wieksze pole: czerwona czy zielona?
Obwod ktorej figury ma wieksza dhugosé: czerwonej czy zielonej?

rys. 8 rys. 9

Jesli twierdzisz, ze wigksze pole ma figura zielona, trudno si¢ z tym spierac¢. Nawet jesli
rysunek nie jest superdoktadny, mozna z niego wzrokowo oszacowac¢ pola poszczegdlnych
figur.

Ale dla oszacowania dlugosci krzywej rysunek musi by¢ nieskonczenie doktadny.
Jedli twierdzisz, ze wiekszy obwdd ma figura zielona, Twoje twierdzenie jest co naj-
mniej bezpodstawne, a w tym wypadku nawet fatszywe...

Patrzac na brzegi obu figur pod mikroskopem (rys. 10 i 11), mozna dostrzec, ze brzeg
figury zielonej jest taki, jakby$my oczekiwali, natomiast brzeg figury czerwonej jest moc-
no pozawijany, co ogromnie wptywa na dtugosé obwodu tej figury. Ale wpltywu na pole
istotnego nie ma.
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rys. 10

rys. 11

Podobne zjawisko wystapitoby, gdyby$émy patrzyli na mape Polski i zastanawiali si¢
nad powierzchnia kraju (to akurat na mapie "widaé¢”) oraz nad dtugoscia linii brzegowej
— kazdy, kto szedt brzegiem morza wie, ze male pétwyspy i zatoczki uformowane przez
morskie fale wydatnie wydtuzaja dtugosé linii brzegowej, ale nie pokaze ich zadna mapa.

Te przyktady pokazuja jak ztudne jest naiwne przyblizanie jednej krzywej inna krzy-
wa, gdy nie oczekujemy niczego wiecej niz tylko tego, aby odpowiednie punkty obu
krzywych byly blisko siebie. Na dlugos¢ ma ogromny wplyw pomarszczenie krzywej
w mikro-skali. Eeeh... mniejsza o samg dlugos$¢, to moze wrecz uniemozliwi¢ sensowne
zdefiniowanie tejze dtugosci.

Dlatego od przyblizenia jednej krzywej druga krzywsa bedziemy oczekiwali nie tylko
bliskosci odpowiednich punktéw, ale takze doktadnego nasladowania kierunku. A zZeby
moéwié o kierunku, trzeba mowic o stycznej, a styczna pachnie pochodng, a wiec roznicz-
kowalnoscig.

Zajmiemy sie wiec krzywymi, ktore sa wykresami funkcji rozniczkowalnych, najlepie;j
majacych ciggta pochodna.
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Zagadnienie brzmi wiec nastepujaco: Dana jest funkcja® f € C'a, b]. Obliczy¢ dtugosé
krzywej bedacej wykresem funkcji f (rysunek 12).

y = f()
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rys. 12

SPrzypominam, ze funkcja klasy C'[a, b] to funkcja rézniczkowalna na przedziale [a,b] — z pochod-
nymi jednostronnymi na koncach, gdzie dodatkowo zakladamy, ze pochodna funkcji f jest ciagla i ma
w punktach a, b granice rowne odpowiednim pochodnym jednostronnym.
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Dla podziatu (zg, x1, 2, ..., T,) przedziatu [a, b] rozwazmy tamana wpisana w wykres
funkeji f, czyli tamana o wierzchotkach (xy, f (z1)), przedstawiong na rysunku 13.

Jej dtugosé jest suma dtugosci odcinkéw, ktére sie na nig sktadaja. Obliczmy dtugosé
k-tego odcinka, ktory w powiekszeniu jest przedstawiony na rysunku 14.

S mmmmmm - -

rys. 13
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f(xr)

rys. 14

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze dtugosé¢ k-tego odcinka tamanej jest réwna
2
Tr)— J (Xp—
¢<xk—xm>2+<f<xk>—f<xk1>>2=<xk—xkl>¢1+(f< o) = (@ 1>> _
T — Tl—1
= (= xp-1) V1 ()

gdzie yy, € (xx_1, Tx) istnieje na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej.
To prowadzi do nastepujacego wzoru na dtugos¢ tamane;j:

n

S @k — o) VI ()*

k=1
Powyzsze rachunki przeprowadzone sa dla pojedynczego podziatu przedziatu [a, b],
ktéry to podziat oznaczylismy przez (zo, 1, T2, ..., T,). Zamiast tego przyjmijmy, ze da-
ny mamy ciagg podziatow o srednicy dazacej do zera, niech n-tym podziatem ciggu bedzie
(Tn0, Tnts Tn2s vy Ton)-
Wowczas otrzymamy nie pojedycza tamana, ale ciag tamanych, ktérych dtugosci two-
rzg ciag liczbowy o n-tym wyrazie rownym:

i (T =T 1)\ 1T+ (f (ynk))2 ;

k=1
gdzie ynk € (Tp -1, Tnk)-
W tym ciggu liczbowym mozemy rozpoznaé¢ sumy catkowe Riemanna dazace do catki
b

[V 1+ @) da,

ktoéra to catka wyraza szukang dlugosé wykresu funkcji f.
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Wzér do zapamietania:

Dtugosé krzywej bedacej wykresem funkcji rézniczkowalnej f na przedziale [a, b] jest
rowna

1+ (@) o

Niestety, kwadrat pochodnej pod pierwiastkiem w funkcji podcatkowej powoduje,
ze nawet dla stosunkowo prostych funkcji obliczenie dtugosci ich wykresu jest trudne
lub wrecz niemozliwe.

Obejrzyj w internecie wyktad doc. Gérniaka z PWr:
Odcinek 80: Obliczanie dlugosci tukéw (tylko do minuty 18:55).

Nie musisz zwraca¢ uwagi na detale catkowania przy obliczniu dlugoéci tuku paraboli.

Dwa zadania do rozwigzania.

191. Obliczy¢ dlugodé krzywej

{(:p z-x3/2) : v €0, 15]} :

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

3/2

2
Zgodnie ze wzorem na dlugo$é krzywej bedacej wykresem funkeji f(z) = 3 -x°/% na

przedziale [a, b] = [0, 15] otrzymujemy:

=0

2
(64-1) =563 =42,

Wl N

Odpowiedz:
Dana w zadaniu krzywa ma dtugos¢ 42.

192. Obliczy¢ dtugosc krzywej
{(:L’, x3/2) : z €0, 13]} :

Zapisa¢ wynik w postaci liczby catkowitej.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Zgodnie ze wzorem na dtugosé krzywej bedacej wykresem funkeji f(x) = 2%/? na prze-
dziale [a, b] = [0, 13| otrzymujemy:

b Q 1)3/2

Vit czg;_/q 1+ da:— ,/1+f rdr—" (3

a =0
8 ((9-13+4 3/2 . 744\ ) 8 (1212
27 4 27 4 27\ 4 B

8 (1331_ )_1331—8_1323_1350—27_27200—27 100
27\ 8 o2 2 22T 2

13

Odpowiedz: Dana w zadaniu krzywa ma dlugosé 49.
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