Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 10 (piatek 27 marca 2020)
Srodki ciezkosci figur plaskich.

Czym jest $rodek ciezkosci! figury, najtatwiej wyobrazié sobie na przykladzie figury
ptaskiej. Jezeli figura ta jest pewien obszar na ptaszczyznie, to wycinajac ten obszar
z jednorodnego? sztywnego kartonu albo blachy, mozemy préobowaé balansowaé¢ wyciety
obszar na czubku zaostrzonego otéwka. Srodkiem ciezkosci jest punkt, ktéry umieszczony
na ostrzu otéwka da nam chwilowe poczucie réwnowagi®. Jedli ostrze otéwka bedzie troche
stepione, to moze nam si¢ nawet udac¢ uzyskanie réwnowagi trwate;j.

Analogicznie bedziemy rozumieli Srodek ciezkosci krzywej ptaskiej. Krzywsg taka trze-
ba wygia¢ z cienkiego, ale masywnego jednorodnego drutu, a nastepnie polozy¢ na
niewazkiej* sztywnej powierzchni ptaskiej (najlepiej do niej przykleié, zeby sie nie $lizga-
ta). Wowezas drut wraz z niewazka powierzchnia beda tworzy¢ bryte® sztywna, w ktorej
za sztywnos$¢ i mozliwosé podpierania w dowolnym punkcie odpowiada niewazka po-
wierzchnia, a za rozmieszczenie masy odpowiada drut. Tak samo mogliby$my prébowac
balansowaé te bryle na czubku otéowka — uda sie to tylko wtedy, gdy podeprzemy ja
w srodku ciezkosci krzywej.

Podobnie wyglada interpretacja $rodka ciezko$ci uktadu mas punktowych. Trzeba je
przyklei¢ do niewazkiej sztywnej powierzchni ptaskiej i tak otrzymany twor balansowaé
na czubku otéwka.

W szkolnej matematyce ”srodek ciezkosci” kojarzy sie przede wszystkim ze Srod-
kiem ciezko$ci trojkata, a ten definiowany jest jako punkt przeciecia srodkowych. I tyle.
Ani stowa o masach, czy jakiejkolwiek fizyce. No tak, ale przeciez ta nazwa nie powstata
w oderwaniu od fizycznego srodka ciezkosci. Tylko czymze jest srodek ciezkosci trojkata?

Mozna pomysle¢ o trzech mozliwosciach:

e Srodek ciezkosci powierzchni tréjkata, czyli tréjkata wycietego z kartonu.

e Srodek ciezkoscei obwodu tréjkata, czyli obwodu tréjkata wygietego z drutu.

e Srodek ciezkosci wierzchotkéw trojkata, czyli trzech jednakowych mas punktowych
umieszczonych w wierzchotkach.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, zastanéw sie nad odpowiedzig na naste-
pujace pytania:

Czy w ogolnym trdjkacie powyzsze trzy srodki ciezkosci lezg w jednym
punkcie, czy tez moga to by¢ rézne punkty?

Jesli rézne, to ktory z nich jest sSrodkiem ciezkosci znanym z geometrii
trojkata?

'W naszych zastosowaniach mozna réwniez méwié¢ "érodek masy”. W zasadzie wlagnie o érodek masy
nam chodzi, ale w geometrii zwyklo sie mowic¢ o srodku ciezkosci figury. Z punktu widzenia fizyki oba
pojecia sa tozsame w jednorodnym polu grawitacyjnym.

20czywiscie material méglby byé niejednorodny, wtedy trzeba bytoby uwzglednié¢ zmieniajaca sie ge-
stos¢ powierzchniowa (ewentualnie liniowa w przypadku krzywej). Nie wnosi to jednak zadnych nowych
zjawisk, a jedynie komplikuje otrzymane wzory — az taka ogélno$é¢ nie jest nam tu potrzebna.

3Podparcie obszaru w jakimkolwiek innym punkcie nie uda sie nawet na moment.

4W praktyce: bardzo lekkiej.

5Stowo "bryla” kojarzy sie z tworem tréjwymiarowym, podczas gdy tu mamy twér ptaski. Jednak
patrzac na ten model (powierzchnia + drut) w $wiecie tréjwymiarowym widzimy twor tréjwymiarowy,
o zaniedbywalnie matej grubodci.
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Podstawowa wtasnos¢ srodka ciezkosci uktadu mas, niewazne czy punktowych, czy
o gestosci liniowej (drut), czy powierzchniowej (blacha) czy nawet objetosciowej (bryta
trojwymiarowa), jest nastepujaca:

Mozemy wybra¢ dowolna czes¢ masy wchodzacej w sktad uktadu mas, a nastepnie
zsunac¢ te masy do ich Srodka ciezkosci. Wtedy S$rodek ciezkosci catego uktadu mas nie
ulegnie zmianie.

Wracajac do tréjkata: Srodek ciezkosci odcinka (w domysle: wykonanego z jednorod-
nego materiatu) lezy w geometrycznym $rodku odcinka, a masa tegoz odcinka jest wprost
proporcjonalna do jego dlugosci. Tak wiec srodek ciezkosci obwodu trojkata (w domy-
sle: wygietego z jednorodnego drutu) jest taki, jak gdyby w $rodkach bokéw tréjkata
umiesci¢ masy punktowe proporcjonalne do dtugosci tychze bokow.

Rozwazmy trojkat rownoramienny o bardzo krotkiej podstawie i bardzo dtugich ra-
mionach. Jego geometryczny srodek ciezkosci lezy w 1/3 wysokosci. Jednak obwdd tego
trojkata sktada sie z dwoch prawie pokrywajacych sie odcinkéw (ramion) i podstawy za-
niedbywalnej pod wzgledem masy. Zatem $rodek ciezkosci obwodu lezy prawie w potowie
wysokosci trojkata. Skoro oba $rodki ciezkosci® lezg w réznych odlegtosciach od podsta-
wy trojkata, to znaczy, ze sie nie pokrywaja. Tak wiec srodek ciezkosci obwodu trojkata
to na ogol nie to samo, co geometryczny srodek ciezkosci (czyli punkt przeciecia srodko-
wych).

Okazuje sie jednak, ze srodek ciezkosci wierzchotkéw tréjkata pokrywa sie ze srodkiem
ciezkodci trojkata wycietego z kartonu i jest to geometryczny érodek tréjkata’.

Nie bede wchodzil w szczegdty, dlaczego tak jest, gdyz nie jest to gtéwny temat
wyktadu.

Zamiast tego zajmiemy si¢ obliczaniem potozenia srodka cigzkosci. Zacznijmy od przy-
padku mas punktowych. Niech dla £=1,2,...,n punkt materialny o masie m; bedzie
umieszczony w punkcie (xy, yr). Wowcezas srodek ciezkosci tak rozmieszczonych n mas
punktowych znajduje sie¢ w punkcie

n
METy kz MEYk

=1
5> my
k=1 k=1

Zauwazmy, ze w mianownikach jest suma wszystkich mas, czyli taczna masa catego ukta-
du n mas. W licznikach sg natomiast prawie takie same sumy, z tym ze poszczegdlne
sktadniki sa przemnozone przez wspotrzedne odpowiadajace potozeniu poszczegdlnych
mas.

Czasami mowi sig, ze wspotrzedne $rodka masy sg $rednimi wazonymi odpowiednich
wspotrzednych punktéw materialnych wechodzacych w sktad uktadu mas.

6Geometryczny érodek ciezkosci tréjkata oraz érodek ciezkosci obwodu tréjkata.

"Analogicznie jest w przestrzeni tréjwymiarowej. Geometryczny érodek ciezkoéci czworoécianu to
zaréwno Srodek ciezkosci pelnej bryly czworoéciennej jak i érodek ciezkosci jednakowych mas umiesz-
czonych w wierzchotkach czworoécianu. Czym innym jest érodek ciezko$ci powierzchni czworosdcianu
(Sciany z blachy), a jeszcze czym innym $rodek ciezkosci krawedzi (szkielet czworo$cianu wykonany
z drutu).
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Srodek ciezkosci obszaru na ptaszczyznie.

Bez wchodzenia w nadmierne formalizmy®, wyprowadze wzér na $rodek ciezkoéci ob-
szaru

{(z,y): z€la, b] A flz)<y<g()},
gdzie funkcje ciagle f, g:[a, ) — R spelniaja nieréwnosé f(z) < g(x) dla kazdego = €[a, b].

yA y = g()
) 1
1 1
1 [ 1
1 [ 1
1 [ 1
1 [ 1
i Lo y=f(z) i
I o I .
0 a Tp_1 T i) T
rys. 1

Podzielmy przedzial [a, b] na male przedzialiki (rys. 1). To prowadzi do podziatu roz-
wazanej figury na paski o szeroko$ci? Az =z —x,_;. Pole takiego paska jest iloczynem
jego szerokosci Axy, przez jego dlugosé, ktéra jest z grubsza réwna g (zg) — f (xk).

Wobec tego pole calej figury jest w przyblizeniu réwne!”

5 (g(wn) = f (@) ) - A
k

W rozwazaniach fizycznych przejscie do granicy z sumami catkowymi Riemanna czesto
odbywa sie przy pomocy formulki w stylu: jak paski stang sie nieskonczenie waskie,
to otrzymamy doktadng warto$é pola, a suma przeksztalci sic w caltke!!

[9(@)— f(z)da.

Na razie otrzymali$my znany nam juz wzoér na pole figury!2.

8A dokladniej: w konwencji, ktéra mozna spotkaé¢ w fizyce.

9Literka A w fizyce odnosi sie do przyrostu nastepujacej po niej wielkosci. Oznaczenie Az nalezy
rozumieé nie jako przyrost xj (czyli A(xg)), co specjalnie nie ma sensu, ale jako k-ty przyrost z’a,
czyli (Az),.

10W tej konwencji pod znakiem sumy piszemy tylko indeks numerujacy wszystkie paski, nie precy-
zujac wyraznie zakresu zmiennosci tego indeksu.

1Przy tym Axy, (a w niektérych wersjach Az) zamienia sie w dx.

12Nie dbam o zmiane roli f i g w stosunku do oznaczen z wczorajszego wykladu.
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Srodek ciezkosci k-tego paskal® lezy z grubsza w polowie jego dtugosci'®, w przybli-
zeniu w punkcie
P (ﬂfk—l + f(xk)+9($k)>
2 ’ 2 7
co przy bardzo waskim pasku jest w przyblizeniu réwne mniej doktadnemu, ale prost-

" (25, 1) = (xk’ f(xkz)Jrg(Ik)) .

szemu punktowi
2

Biorac pod uwage, ze masa'® tegoz paska jest z grubsza réwna m;, = (g (xp)—f (xk)) Axy,
otrzymujemy przyblizone wspotrzedne srodka ciezkosci obszaru jako

(Z Ty 2 Yy )
% %

b
> my > My
k k

S (g(@) — f (o)) - Aa S LI (g () — f (w1) ) - Ay
S(g)—f)-dee  S(gl) - f ) -Aa

co przy nieskonczenie waskich paskach daje doktadne potozenie srodka ciezkosci obszaru
wyrazone przy pomocy catek:

[ (g(e) = f(a) de LI (g(2) — f(2)) da
F () — f(z) da fo@)—f@yar )
[ ()= f@) de 3 [(g(2)?~ (f(x))? do
fole) = flaydz — [ga)~f(x)de

Najpierw dwa zadania, a potem co$ o krzywych.
193. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagte f, g:[a, b] — R speliaja nieréwnosé f(z) <g(z)
dla kazdego z € [a, b], to srodek ciezkosci figury
{(z,y): x€la, b] A flz) <y<g(x)}

XY
lezy w punkcie <P’ P)’ gdzie

I

b b b
X = [a-(g(x)~ f(2)) de, Yzi- [(a@)*=(f@) dz,  P=[g(z)~f(z)dr.

Wyznaczy¢ $rodek ciezkodcei obszaru ograniczonego parabolg o réwnaniu y = 22 i prostg
o roOwnaniu y = x.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

3Duza czarna kropka na rysunku 1.

141 7 grubsza w polowie szerokosci.

Y Druga wspéirzedna dla krétkosci oznaczamy przez yy.

16Czyli pole. Dla figury wycietej z jednorodnego materialu masa jest proporcjonalna do pola.
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Rozwigzanie:

Poniewaz dane w zadaniu parabola i prosta przecinaja sie w punktach (0, 0) i (1, 1),
a przy tym x? <z dla z € [0, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b] =0, 1], f(z)= 2>
oraz g(x)=x. Otrzymujemy kolejno:

/ f 3 ot 1 1
_ 2 _[.2_ .3 5. _ o B
X—/x-(m—x)dm-/x —x dx—g—z =31 1

0 0 =0
1
I 7 x> 2P 1 1 5-3 1
Y=_.|2®—2tde="—" — - = —
2.0/”T CHTE 00 76 100 30 157
/ 2 S 111
P:/x—:ﬁdx:——f - __-_Z
/ 2 3| _"23

W rezultacie wspotrzedne $rodka cigzkosci danej figury to X/P=(1/12)/(1/6)=1/2 oraz
Y/P=(1/15)/(1/6) = (2/5).

deowiedé.'

Srodek ciezkosci danej figury lezy w punkcie (1/2, 2/5).

194. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagte f, g:[a, b)) — R spelniaja nierownos¢ f(z)<g(zx)
dla kazdego z € [a, b], to srodek cigzkosci figury

{(z,9): wela, 0] A fz)<y<g(r)}

Y
) , gdzie

lez kcie | =, =
ezy w punkcie (P’P

b b b
X=[aol) = f@)de, V=1 [P~ (@) dr,  P=[gla)-fx)dr.

Wyznaczyé srodek ciezkosci (x,, y,) obszaru Z,, ograniczonego prosta o réwnaniu y =z
i krzywa o réwnaniu y = |z|- W

Obliczy¢ graniczne wartosci rg = 7}1_{1010 Ty OTaz Y :nh_)rrolo Yn- Jakiej zaleznosci miedzy
T 1 yg powinnismy oczekiwac i dlaczego?

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Poniewaz dane w zadaniu krzywa i prosta przecinaja sie w punktach (0, 0) i (1, 1),

a przy tym |z|- {/|z| <z dla z €0, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b] = [0, 1],
f(z) =2*V/" oraz g(x) = 2. Otrzymujemy kolejno:

1 1 3 3n+1)/n
X:/I'(x—x(”+1)/n>dx:/IQ—x(Q”H)/”dx:x—x( ! _loon
] / 3 (Bn+l)/n| 3 3n+l
1
- 3-(3n+1)’
3 x(3n+2)/n ! n 1

2_2n4l)/n g, 0T
v T T 2.Bnr2)/n

Y =

1
6 2-(3n+2) 3-(3n+2)°

DN | —
o

=0

1 2 2n+1)/n
p:/x_xmm/ndx:ﬂ;_g(l)/
5 (2n+1)/n

1 no 1
0_2 2n+1  2-(2n+1)°

xr=

W rezultacie wspotrzedne srodka ciezkosci figury Z, to

X 2-(2n+1) Y 2-(2n+1)
P —— oraz UYnp = —= =

P 3-(3n+1) P 3-(3n+2)°
Wobec tego z¢ =yg =4/9.

Dla bardzo duzych n obszar Z, jest nieznacznie pogrubionym odcinkiem o koncach
(0,0) i (1, 1), wiec nalezy oczekiwaé, ze jego srodek ciezkosci lezy bardzo blisko tego
odcinka. W konsekwencji nalezy oczekiwaé, ze xg = yg.

Srodek ciezko$ci krzywej plaskiej.

Teraz zajmiemy si¢ srodkiem ciezkosci krzywej

{(z, f(x)): z€la, b},

gdzie funkcja f:[a, ] — R jest rézniczkowalna i ma ciagta pochodna!”.

Podzielmy przedzial [a, b] na malutkie przedzialiki i przyjrzyjmy sie k-temu przedzia-
likowi dtugosci Axy =z —z_1 (rys. 2).

Odpowiada mu cieciwa'® dtugosci \/1+ (f/(¢))* - Axy, gdzie ¢ nalezgce do przedzialika
istnieje na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej'?. Jedli przedzialik jest bar-
dzo maly, to zamiast ¢ mozna wziaé¢ inny jego punkt, popelmimy wtedy niewielki btad.
Takze srodek ciezkosci cieciwy, lezacy w jej potowie, moze by¢ z mata szkoda dla do-
ktadnosci wyliczen przesuniety do jednego jej konca. Mozemy wiec dla celu przyblizonych
rachunkéw przyjaé, ze k-ta cieciwa ma mase (czyli dtugosc)

me =1+ (f (x3))° - Ay,

"Dokladniej: zakladamy, ze f € Cl[a, b], czyli f jest rézniczkowalna na przedziale [a,b] — z pochod-
nymi jednostronnymi na koncach, gdzie dodatkowo zakladamy, ze pochodna funkcji f jest ciagla i ma
w punktach a, b granice rowne odpowiednim pochodnym jednostronnym.

8Wiem, wiem, jestem niekonsekwentny — jak jest przedzialik, to powinna mu odpowiadaé cieciwka.

9Zobacz korona09, strona 86.
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ktora to masa jest skupiona w punkcie
(ks Y) = (21, f(21)) -
Woéwecezas srodek ciezkosci krzywej lezy w przyblizeniu w punkcie

(Z TEMy 2 Yy, )
% %

Sy X my

%xk'vlJr(f/(iCk))Z’Aﬂ?k %f(fﬁk)‘v1+(f’($k))2'ﬁxk

SV @) A 2VI+H(f @) A

co przy nieskonczenie matych przedzialikach daje dokladne potozenie $rodka ciezkosci
krzywej wyrazone przy pomocy catek:

L{b{L'- lJr(f/(x))le‘ ff(;p) 1+(f/($))2d$
W (r@ya V(@) i

[ S e e e T

rys. 2
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