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Dzien 11 (poniedzialek 30 marca 2020)

Obejrzyj w internecie wyklad doc. Gérniaka z PWr:
Odcinek 79: Obliczanie objetosci bryt obrotowych

Dzis przedstawie wyprowadzenie wzoréw zwigzanych z przestrzennymi figurami ob-
rotowymi. Nie stawiam sobie za cel matematycznej precyzji, a zalezy mi jedynie na po-
kazaniu dlaczego wzory sa takie, a nie inne. Wyktad bedzie utrzymany w konwencji
rozumowan stosowanych w fizyce.

Brytly obrotowe.
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Podzielmy obszar przedstawiony na rysunku 1 na waskie paskil.

INie bede ich numerowaé, a znak sumy odnosié¢ sie bedzie do sumowania po wszystkich paskach
podzialtu, ile ich tam jest.
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Obracajac woko6t osi OX pasek? wyrdzniony na rysunku otrzymamy gruby pierécieft
kotowy o promieniu wewnetrznym f(z), promieniu zewnetrznym g(x) oraz grubosei Az.
Zatem pasek ten przy obrocie omiata objeto$é réwna 7 (¢%(z) — f?(x)) - Ax. Objetosé
calej brylty obrotowej mozemy wiec przyblizyé¢ przez sume po wszystkich paskach:

Ty (gQ(x) —f2(x)> A,

co przy nieskonczenie cienkich paskach cudownie przemienia si¢ w catke

b
VOX:W'/QQ(ZE)—fQ(w) dz.

Jest to wzor na objeto$¢ bryty powstatej przez obrot obszaru wokot osi OX.
Srodek ciezkosci rozwazanej bryty obrotowej lezy oczywiscie na osi OX, a jego wspot-
rzedna x-owa jest w przyblizeniu rowna
T-Yx- (g (x) — f2(x)) - Az
T3 (g () = f2(x)- Az

co po przejsciu granicznym daje doktadny wzor:
b
[ () ~ () do

Ts="7
g2(x) ~ f2(x) da

Z kolei obrot tegoz paska wokot osi OY prowadzi do grubej powierzchni walcowej
o promieniu x, tworzacej® g(z)— f(z) oraz grubosci Ax, co daje objetosé

2m-x-(g(x) = f(x)) Az
To prowadzi do wzoru na objetosé¢ bryty obrotowe;j
b

2m- Y- (9(x) — f(2))-Ax — 27+ [ (g(x) — f(2)) dw=Voy .

a

Wspoétrzedna y-kowa srodka ciezkosci rozwazanego paska jest rowna
g9(x)+ f(z)
2 Y
co prowadzi do wspotrzednej y-kowej srodka ciezkosci catej bryty obrotowej:

oS MBI o (g(a)— ) D {7 60) =) da

T @) - J@) Ay o o

a

2Dla celéw rachunkowych przyjmujemy, ze pasek ten jest (prawie) prostokatem.
3Chodzi o dlugoéé tworzacej walca.
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Powierzchnie obrotowe.

Aby moéc oblicza¢ pole powierzchni powstalej przez obrot wykresu funkeji, zatozymy;,
ze funkcja ta jest gtadka, czyli w tym wypadku rézniczkowalna i ma ciagta pochodng.

Trzeba sobie bowiem wyobrazi¢, ze objetos¢ jabtka zalezy od jego rozmiaru, a nie
od tego, czy jest ono Swieze, czy zwiedniete i ma pomarszczong skorke. Za to gtadkosé
skorki ma decydujacy wplywa na powierzchnie tejze skorki, a za gtadkosé¢ odpowiada
pochodna.
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Przyblizmy wykres funkcji tamana (rys. 2). Rozwazany segment tamanej ma w przy-

blizeniu dtugosé¢
VIt (f/(x)-Ax.
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Przy obrocie wokot osi OX rozwazany odcinek zakresla fragment powierzchni stozko-
wej o tworzacej dtugodei /1+ (f/(x))?- Az i promieniu f(z), a wiec polu powierzchni
21 f(x) - 14 (f'(2))*- Az

To prowadzi do wzoru na pole calej powierzchni obrotowej:

b
2.3 F(2) 1+ (f(2) Az — 27T-/f(x). 1+(f'(2))? dz = Pox .

Wspolrzedna x-owa srodka ciezkosci odcinka tamanej jest réwna x, skad otrzymujemy
wzor na wspotrzedna x-owg $rodka ciezkosci catej powierzchni obrotowe;j:

25 x f () 1+ (/7)) Fa- f(a) 1+ (/@) da
22 (@) 1+(f’( WAr )T (P () de

=Ts.

Przy obrocie wokot osi OY rozwazany odcinek zakresla fragment powierzchni stozko-
wej o tworzacej dtugosei \/1+ (f'(z))?*- Az i promieniu , a wiec polu powierzchni
2m-x-\/ 1+ (f'(2))*- Ax.

To prowadzi do wzoru na pole catej powierzchni obrotowe;j:
2. w1+ 2. Az — 27r/ )2 dz = Poy .

Wspolrzedna y-kowa srodka ciezkosci odcinka tamanej jest réwna f(x), skad otrzy-
mujemy wzor na wspotrzedng y-kowsa $rodka ciezkosci caltej powierzchni obrotowej:

2L E(x) -2/ 1+ (f'(2)- Ax ffv-f(fv)' L+ (f'(x))" d

om- S 1+ (@) Ac r\1+ (f/(@)) da

:yS'

Qe

Obejrzyj w internecie wyklad doc. Gérniaka z PWr:
Odcinek 81: Obliczanie pol powierzchni bryt obrotowych.
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