Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzienn 12 (wtorek 31 marca 2020)

Dwa zadania bez rozwigzan'.

214. Pomarancze o cienkiej skorce pokrojono na plasterki rownej grubosci. Ktore
plasterki maja wiecej skorki: te blizej rownika, czy te blizej biegunow?

215. Dane sa dwie sfery o réznych promieniach. Dysponujemy cyrklem o stalym roz-
warciu mniejszym od promienia mniejszej sfery. Na kazdej ze sfer rysujemy tym cyrklem
okrag. Na ktorej sferze narysowany okrag ogranicza wieksze pole?

Trzy zadania z podanymi rozwigzaniami.

216. Wyznaczy¢ srodek cigzkosci odcinka kuli
1
{(m, y,2): 2P I A > 3} )

Interesujaca wspotrzedna $rodka ciezkodci jest liczbg wymierng o jednocyfrowym liczniku
1 mianowniku.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

L Ale z odpowiedziami na koncu tego pliku.
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Rozwigzanie:
Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrét obszaru

1
{(x, Y): §<x<1 A O<y<v1—x2}

wokol osi OX. Jego srodek ciezkosci lezy wiec w punkcie (zg, 0, 0), gdzie
1

ﬂ/x(\/mf dx

1/3

v [ (V) e
/3

1

s =

Obliczamy:
f 2 : x? ozt '
. —_ 2 = —_— 3 = — — — ==
/x(x/l $>d:£ /m x° dx 5 1
1/3 1/3 z=1/3
11 1+ I 162—-81—-18+1 64 16
2 4 18 324 324 324 81
oraz
1 1 311
—\2 o B _1_1 i_81—27—27+1_§
/(\/1 x) d:v—/l zidr=x 3 =1 3 3+81_ 31 =q1
1/3 1/3 x=1/3
skad
16/81 4
Lyg=———=—,
28/81 7

Odpowiedz: Srodek ciezkosci odcinka kuli zdefiniowanego w treéci zadania lezy

4
w punkcie (7, 0, 0).

217. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(x, y,2): Py 22T A o> —3} :

Interesujaca wspotrzedna srodka ciezkosci jest liczba wymierng o jednocyfrowym liczniku
i mianowniku.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrét obszaru

1
{(xv y): _§<l’<1 A Ogygm}

wokol osi OX. Jego srodek ciezkosci lezy wiec w punkcie (zg, 0, 0), gdzie
; 2
- / x-(\/l—ﬁ) dx

-1/3

Ts= :
- / <\/1—x2>2dx
~1/3
Obliczamy:
: 2 : 2 ozt '
. — 2 = — 3 = — — — f—
/m(x/l :B)d:l: /x z° dx 5 1
-1/3 -1/3 z=-1/3
11 1+ I 162—-81—-18+1 64 16
2 4 18 324 324 324 81
oraz
1 1 311
—)\2 B Y 1 1_i_81—27+27—1_@
/(\/1 x) dx—/l zdr =1 3 =1 3—1—3 1= 1 =31
-1/3 -1/3 x=-1/3
skad
16/81 1
Lyg=———=—,
80/81 5

Odpowiedz: Srodek ciezkosci odcinka kuli zdefiniowanego w treéci zadania lezy

1
w punkcie (5, 0, 0).

218. Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej (torusa) powstalej przez obrot okregu o
rownaniu (z—2)*+y? =1 wokdt osi OY.
Pole powierzchni powstalej przez obrét krzywej {(z, f(z)): x € [a, b]}, gdzie 0<a<b

oraz [ € C'([a, b]), wokot osi OY jest réwne
b

277-/:1:- 1+ (f'(2))* dx .

a

1
W rozwiazaniu moze sie tez przydaé wzor / ————dx=arcsinz+C.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Przeksztatcanie réwnania obracanego okregu prowadzi kolejno do:

y2:1—(l’—2>2,

y=+\/1—(x—2)2.

Przy tym z moze przebiegaé¢ przedzial [1, 3].
Okrag rozdziela sie wiec w naturalny sposéb na dwa potokregi, o réwnaniach

y=1y1—(r—2)* oraz y:_m.

Poniewaz kazdy z tych potokregdéw tworzy przy obrocie powierzchnie obrotowa o takim
samym polu, mozemy wyliczy¢ pole powierzchni powstatej przez obrét jednego z nich,
a otrzymany wynik pomnozy¢ przez 2.

Aby skorzysta¢ z podanego wzoru, przyjmujemy [a, b] =1, 3] i f(z)=/1—(z—2)%
Woéwezas

—(z-2)

N e

Zatem szukane pole jest réwne

/ (z—2)?
2-27r-1/x-$1+1_(x_2)2dm.

Obliczamy je wykonujac podstawienie ¢t =z —2:

; (x —2)2 i 2 | 1
2-27r-/x- 1+ﬁdx:47r-/(t+2)- 1+it2dt=4w-/(t+2)- dt =
1

—(z—2) _1 J V1—¢2
1 1
1 1
=4r- [ t- dt+8m- dt .
/1 V1—t? /1\/1—752
Poniewaz pierwsza catka w ostatniej sumie jest réwna 0 jako catka z funkeji nieparzyste;j

po przedziale symetrycznym wzgledem zera, kontynuujemy obliczanie drugiej catki:
1

1
1
- [
_/1\/1—t2

Odpowied?: Pole torusa jest réwne 872,

dt =8m-arcsint =8r - (arcsin1 —arcsin(—1)) =87 - (W — _7T) =872,

2 2

t=—1

Uwaga: Nieprzypadkowo pole torusa jest iloczynem dtugosci obracanego okregu przez
droge zakreslang przy obrocie przez srodek (czyli srodek ciezkosci) tego okregu (twier-
dzenie Pappusa-Guldina).

214. Wszystkie plastry zawieraja tyle samo skorki.

215. Pole ograniczone okregiem nie zalezy od promienia sfery, a jedynie od rozwarcia
cyrkla uzytego do narysowania okregu. Takie samo jest pole kota narysowanego na ptasz-
czyznie. Pole caltej sfery jest rowne polu kota o promieniu réwnym srednicy sfery — na
sferze rysujemy to tak: nézka cyrkla w jednym biegunie, otéwek §lizga sie po drugim bie-
gunie. Natomiast polsfera powstaje przez umieszczenie nézki na biegunie i narysowanie
rownika — zastanow sie jaki jest wowczas rozstaw cyrkla i sprawdz, ze pole si¢ zgadza.
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