Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 13 (Sroda 1 kwietnia 2020)
No i jak tu nie by¢ przesadnym. Trzynasty dzien wyktadu z Koronalizy wypada w Pri-
ma Aprilis.

Dziesieé¢ zadanek na rozgrzewke (nie tylko z analizy).

219. Upros¢ utamki
19 26 16 49
95 65 64 98
220. Oblicz 4! nie wykonujac zadnego mnozenia.
221. Upros¢ logarytm log,;121.

222. Oblicz 2°-9% oraz 3*-425.

223. Upros¢ wyrazenie

2v§—3+J1—6v§
V2-1 3-42

224. Upros¢ pierwiastek V64.

225. Wykonaj dziatania na utamkach

1+1+1 1 1+1+1 1 1+1+1 1
4 15 24 3 8 18 24 5 7 24 30 5
226. Oblicz warto$¢ wyrazenia
2k sinx
k n
dla k=2, n=3, z=30°.
227. Policz calki oznaczone:
1 e? 2 ¢ 1\? \ﬁ
/:cda: /ln:c dx /er dx /<1+> dx / N2 12016237 + 257 da
0 e 1 1 J3

228. Udowodnij, ze liczba v/2 jest wymierna. Najlepiej na kilka sposob6w.
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219. Upros¢ utamki

19 26 16 49

95 65 64 98
Rozwigzanie:
19 19 1 26 26 2 6 18 1 49 49 4
95 95 5 65 65 5 64 B4 4 98 98 8
220. Oblicz 4! nie wykonujac zadnego mnozenia.
Rozwigzanie:

1000 1200
4! = <250>' = Tysigc dwiedcie pie¢dziesiatych! = 0 - 24

221. Upros¢ logarytm logy;121.

Rozwigzanie:

logy;121 =logys 121 =logs 11

222. Oblicz 2°-92 oraz 3*-425.

Rozwigzanie:

99.92 — 9992 — 9592 — 9592 — 9502 — 9502 — 9592
34495 = 34495 = 34495 = 34495 = 34425 = 34425 = 34425

223. Upros¢ wyrazenie

2\/§—S+11—6\/§
V2-1  3-42

Rozwigzanie:

2\/§—S+11—6\/§ CO2V2-3 4+ 11-6vV2  8—4v2 4—93
V21 3-v2 V21 +3-v2 2

224. Upros¢ pierwiastek V64.

Rozwigzanie:

961 = 5 - /i
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225. Wykonaj dziatania na utamkach

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
17157243 8§ 1824 5 7721730 5
Rozwigzanie:

11 1 1 1 1

1T T3 T irs424—3 @0

111 1 1 1

8718724 5 T 8118124—5 45

1 1 1 1 1 1

7903075 T Tr24430-5 56

226. Oblicz warto$¢ wyrazenia

2k sinz
()
dla k=2, n=3, x=30°.

Rozwigzanie:

2k sinx sinx sm(x 9 . 9 5
( ) \/7 k! k;' \/7 k']{?’ H-\/sm_a.\/g_i.\/é_\/g'

Odpowiedz:
. .. (2K
Wartos¢ wyrazenia N

S dla k=2, n=3, £ =230° jest réwna /6.

n

227. Policz calki oznaczone:

1 e? 2 e z VT
1
/:de /lnx dx /e$2 dx /<1+> dx / N/a™ 12016237 + 257 dx
0 e 1 1 X 3

Rozwigzanie:

Jest pie¢ catek. Przeciez nikt nie kazat obliczaé ich wartosci.

Uwaga: Zadanie polega na odgadnieciu niejasnej tresci w sposob zgodny z intencja
autora. Dawanie takich zadan powinno by¢ surowo zakazane przez 365 dni w roku'.

!Proponowany czas zakazu dotyczy roku przestepnego i obejmuje okresy od 1 stycznia do 31 marca
i od 2 kwietnia do 31 grudnia.
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228. Udowodnij, ze liczba v/2 jest wymierna. Najlepiej na kilka sposob6w.

Rozwigzanie:
Podwojenie kwadratu po raz pierwszy, czyli graficzny dowdd wymiernosci liczby v/2.

rys. 1 rys. 2
|7
/
y
y
/
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V.
7
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y o
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P y/
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rys. 3 rys. 4
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4l 7
» 7
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J y.d .
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rys. 5 rys. 6 rys. 7
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Podwojenie kwadratu po raz drugi, czyli graficzny dowéd wymiernoéci liczby v/2.

rys. 8 rys. 9
J |
| R
rys. 10 rys. 11
JI |
| R
rys. 12 rys. 13 rys. 14
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Podwojenie kwadratu po raz trzeci, czyli graficzny
dowéd wymiernosci liczby /2.
rys. 15 rys. 16 rys. 17
rys. 18 rys. 19
rys. 20
rys. 21 rys. 22
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A teraz na powaznie...

No dobra, troche sobie pozartowaliSmy dla odprezenia, czas przej$¢ do whasciwego
wyktadu i zajaé sie czyms$ powaznym.

Hmmm... To moze tak: Ile jest réwne pole kwadratu o boku 1?7 Chyba to nie jest wy-
starczajaco powazne. To moze to pole kwadratu obliczmy przy uzyciu catki. Powiedzmy
z funkcji statej réwnej 1 na przedziale [0, 1], czyli

1
O/Idx.

Nadal malo powazne? No to moze wykonajmy jakie$ podstawienie, na przyktad = =+/t,
dt

2/t
1

dt
O/MZ\/E tzozﬁ—\/ﬁzl.

Wyszto, ze pole kwadratu jest réwne 1. Uffff... Zgadza sie. Jest dobrze.

co da formalny wzér dx = . Otrzymujemy catke?

1

To wobec tego dwa pytania:
1° Skoro to jest dobrze, to dlaczego to jest zle?

2° Skoro to jest zle, to dlaczego jednak jest dobrze?

1
dt
Bardzo fajnie sie bezmyslnie liczyto catke / 2—\/%, ale zgodnie z naszymi dotychcza-
0

sowymi umowami, ta catka nie ma sensu. UmoéwiliSmy sie bowiem, ze catkujemy tylko
funkcje ograniczone, gdyz tylko takie funkcje prowadza do figur ograniczonych.

2Pamietalem o zmianie granic catkowania. Naprawde !!!
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Tymczasem podstawienie, ktore wykonaliémy, dosy¢ mocno zdeformowato kwadra-
towy obszar pod wykresem funkcji (rys. 23). Z prawej strony kwadrat byt rozciagany
w poziomie, wiec dla zachowania pola zapadt si¢ w pionie — przy prawym brzegu prawie
dwukrotnie. Z kolei blisko lewego brzegu deformacja w poziomie powodowata niemitosier-
ne $ciskanie obszaru, przez co dla zachowania pola wypietrzyt sie on do nieskonczonosci
(rys. 24). W zasadzie wydaje sie, ze przy tej deformacji pole powinno si¢ zachowaé?,
ale czym jest pole nieograniczonej figury, takiej jak na rysunku 247

Przy definicji pola umieszczalismy figury w wielokatach, a figury nieograniczonej nie
da sie w umieéci¢ wielokgcie?.

A

) )

xz

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

rys. 23 rys. 24

3Pionowe kreski powinny ulatwié przesledzenie jak jest deformowany kwadrat.
4Kto by pomyslal, ze prosciutkie podstawienie w prosciutkiej calce doprowadzi do takich klopotéw...
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Ot6z pole figury nieograniczonej definiuje si¢ nastepujaco:
Obcinamy figure do coraz wigkszych ko> (rys. 25 i 26). Jezeli te przekroje maja polaS,
to jest sens méwi¢ o polu figury i jest ono granicg’ pél przekrojéow figury z kotami
o ustalonym srodku i promieniu dgzacym do nieskonczonosci.

Jest w sumie obojetne, czy bedziemy rozwazaé przeciecia figury z kotami, czy z siedem-
nastokgtami foremnymi, czy tez bedziemy ja okrawaé¢ w inny sposéb, byle odpowiedni®.

rys. 25 rys. 26

5A dokladniej: rozwazamy przekroje figury z tymi koltami.

5Czyli sa mierzalne.

"Moze to byé granica niewlasciwa +o0o. Wéwcezas powiemy, ze figura ma nieskoncczone pole.
8Nie bede przecyzowal, co stowo ”odpowiedni” tu znaczy.
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PozbadZzmy si¢ wypietrzenia obszaru koto zera poprzez odciecie waziutkiego piono-
wego paska’ przy lewym brzegu (rys. 27 i 28). Jedli pasek ten ma szerokoéé e, to pole
okrojonego obszaru jest roéwne

1

d
Jies

1

:1_\/57

t=¢

co dazy do 1 przy € — 0.

A

) Y

rys. 27 rys. 28

9Moze wygladaé dziwnie, ze akurat tak okrawamy obszar, ale zalezy nam na tym, aby pole okrojonego
obszaru dalo sie liczy¢ przy pomocy calki.
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To byt wstep do pojecia catki niewtasciwej. Czym wiasciwie jest catka niewtasciwa,
opowiem Wam jutro.

A 7z dzisiejszego wykladu powinniscie wynies¢ tyle:

Mozna myéle¢ o catce
b
[ f@)dz.

gdzie f:(a, b] — R jest ciggtal®. Funkcja f moze mie¢ w poblizu a jaka$ osobliwosé,
na przyktad moze dazy¢ do nieskonczonosci albo szalenczo oscylowaé. Na pewno istnieja
catki

| f@)da.

a+e

gdzie ¢ jest dodatnie i nie za duze''. Wowczas definiujemy

e—0t

/bf(a:)dx: lim /bf(x)dx

Oczywiscie, jak to z granicg bywa, moze istnie¢ albo nie.

e Jedli ta granica istnieje i jest liczbg skonczona, to powiemy, ze catka niewtasciwa
b

/ f(z) dx jest zbiezna i przypiszemy jej otrzymang wartosé¢ liczbowa.
. Jesli ta grar;ica istnieje jako granica niewlasciwa +o0o albo —oo, to powiemy, ze caltka
niewtasciwa / | f(z)dz jest rozbiezna i przypiszemy jej otrzymana warto$é +oo.
o Jedli ta gbra(,lnica nie istnieje nawet jako granica niewtasciwa, to powiemy, ze caltka nie-
wlasciwa / f(z) dx jest rozbiezna i nie przypiszemy jej zadnej wartosci.

a

Nie trzeba si¢ bawi¢ ze zmiang granicy catkowania. Rozwazang przez nas calke nie-
wtasciwg mozna oblicza¢ tak:

1 1

dt
A
[2v

Pamictajmy, ze catka ma osobliwos¢ w dolnej granicy catkowania. Liczac przyrost
funkcji pierwotnej, mozemy napisa¢ w dolnej granicy ¢t =0, ale w kontekscie osobliwosci
funkcji podcatkowej nie oznacza to podstawienia t =0 do funkcji pierwotnej, ale wziecie
prawostronnej granicy funkcji pierwotnej w zerze.

=V1-— 11%\/2:1—0:1.

t=0

0Uwaga: przedzial otwarty z lewej strony.
1Bo nie chcemy, aby a+¢ > b.
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