Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 14 (czwartek 2 kwietnia 2020)
Catki niewlasciwe

Po wczorajszym wstepie czas na nieco dokltadniejsze wyjasnienie czym sg catki nie-
wtasciwe i jak sie je oblicza. Na razie zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy funkcja podcatkowa
jest ciagla wewnatrz przedziatu catkowania.

Dzi$ nie bedziemy sie jeszcze zajmowac¢ badaniem zbieznosci calek niewlasciwych
w oparciu o inne kryteria niz bezposrednie usitowanie wyliczenia wartosci.

Catka niewtasciwa jest catka

[ fw)dz,

gdzie funkcja f jest ciagla na przedziale (a, b), ale sama catka w co najmniej jednym koncu
przedzialu catkowania ma osobliwos¢. Osobliwosé catki moze by¢ osobliwoscig funkeji f,
ale moze tez by¢ zwigzana z przedzialem catkowania, gdyz dopuszczamy a = —oo oraz
b=+o00.

Jegli F jest funkcja pierwotna funkcji f, to'
b
= lim F(z)— lim F(z).

x—b~ z—a™t

[ 1) dn=F(x)

r=a

Przy tym catka jest rozbiezna, jedli co najmniej jedna z powyzszych granic nie istnieje?.

Przyktad:

7 dx
_ZO f(x)m = arCth

: . T -7
= lim arctgr — lim arctgr=———=m.
T—00 T——00 2 2

—00

A teraz pocéwicz obliczanie calek niewlasciwych. Wiekszos¢ zadan jest podobnego
typu. Jesli przy ktoryms z rzedu zadaniu uznasz, ze juz wiesz, jak sie rozwiazuje takie
zadania i gdzie mozna popeknié¢ btad i jak tego btedu unikngé¢, nie musisz rozwigzywac
wszystkich — wystarczy, ze zerkniesz na rozwigzania pozostatych zadan.

T od
229. Obliczy¢ wartos¢ calki niewladciwe;j / R wykazac, ze caltka ta jest
5 VT vad

rozbiezna.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

"W przypadku, gdy a = —o0o lub b= 400 nie piszemy znakéw granic jednostronnych. A ponadto
w przypadku a = —oco mozemy dolng granice przyrostu zapisa¢ jako —oo, jesli razi nas r = —o0.
2To znaczy, ze nie jest liczba skoficzona.
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Rozwigzanie:

Wykonujemy podstawienie t =/, czyli x =1 przy zalozeniu t >0, skad dostajemy
formalny wzér dx =2t dt. Przy tym podstawieniu przedzialowi catkowania x € (0, 0o)
odpowiada przedziat ¢ € (0, 00).

Otrzymujemy:

/ /Qtdt Todt
3 2
\/—+\/_ t+t ) 1+t o

=2 (hm arctgt) 2-arctg0:2-g—():7r.

t—o0

=2-arctgt

Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa jest zbiezna i ma wartos$é .

x
230. Obliczy¢ wartosé catki niewtasciwej / PR lub wykazac, ze catka ta jest roz-
x _—

biezna.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 1 _ A B
2—1 (z—1)-(z+1) 2—-1 z+1’
1=A-(z+1)+B-(x—1),
l1=Ar+A+Br—B,
0 = A+B
1 = A-B
Bez trudu otrzymujemy A=1/21 B=—1/2.
Wobec tego
¥ dr  F1/2  1/2 1T 1 1 Injz—1| In|z+1]|"
— — d —_ — . — d = — —
3/x2—1 3/x—1 r+17 T2 3/x—1 r+1 T 2|
. (Injlx—1] In|z+1] In2 Ind (/1 . r—1\ —In2+42-In2
= | lim - ——+—=|5-limln + =
T—00 2 2 2 2 2 oo 41 2
11 . x—1 +1n2 1 | 1+1n2 In2
=(=-In lim — = Inl4+—=—.
oo 41 2 2 2 2

In2
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartosc¢ -

Uwaga: Calki

71 71
/ dz, / dx
r—1 r+1
3 3
sg rozbiezne, a granice
. Injz—1] . Injz+1|
di ——— Jm

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci oo — oo.

Odpowiednie poradzenie sobie z przejSciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zosta¢ uznane za rozwigzane.

T oz
231. Obliczy¢ wartos¢ calki niewlasciwej / i dx lub wykazac, ze calka ta jest
x _—
2

rozbiezna.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
x x A B Cx+D

A1 (@-1) @t @+ a-1 a4l 211’
x:A-(;z:—i—l)-(a:2+1>+B-(;1:—1)~(1:2+1>+(C1:+D)‘<:c2—1),
r=Ar*+ Az’ + Az + A+ Ba® — Ba*+ Bx—B+Cx®*—Cx+ D2’ — D,

0 = A+B+C
0 = A-B+D
1 = A+B-C
0 = A-B-D

Konfrontacja rownan drugiego i czwartego daje D=0, natomiast odjecie stronami réwnan

pierwszego i trzeciego prowadzi do C'= —1/2. Uwzglednienie tych wartosci pozostawia
rOwnania
1/2 = A+B
{ 0 = A-B

Stad tatwo otrzymujemy A= B =1/4.

Wobec tego
T o T1/4  1/4  x/2 1 71 1 2
d = — = — . — d g
2/x4—1 ! 2/x—1+x+1 24177 !x—1+x+1 241
_ln\x—1\+ln]a:+1| In(z%+1) -
4 4 4
=2
_(1_ <1n|x—1|+ln|x—|—1| ln(gj2+1)>) Inl 1n3+ln5_
AT ! 1 1 A
, (:U—l)-(:z:+1)> In5—1n3
— (2. lim1 —
<4 xl—%lon I2+1 4
1 —1)- 1 In5—1 1 In5—1 In5—1
(! tim (x—1)-(x+1) nb n3:7-1n1+ n5—In3 _ In5 n3'
4 z—o0 x?2+1 4 4 4 4

In5 —1In3
Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa jest zbiezna i ma wartosé —

Uwaga: Calki

71 71 T2
/ dx, /7 dx, /i dx
r—1 x+1 J r?2+1
2 2 2
sg rozbiezne, a granice
Injlz—1 1 1 In(z2+1
Jim n|~”C4| Jim nlfv4+| Jig 2T+

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwiazaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci 0o — 0o.
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Odpowiednie poradzenie sobie z przejSciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zosta¢ uznane za rozwigzane.

Uwaga 2: Prostsze rachunki otrzymamy wykonujac podstawienie ¢ = z2.

Sr—2
3 +122 -2z

okresli¢, czy wartos$¢ ta jest wieksza czy mniejsza od 1.

232. Obliczy¢ wartosé catki niewtasciwej / dx i po uproszczeniu wyniku
1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze liczby 01 1 sg miejscami zerowymi wielomianu szesciennego wystepu-
jacego w mianowniku funkcji podcatkowej, skad otrzymujemy
P —2r=x-(x—1) (v+2).
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
bxr—2 A . B . C
r-(z—1)-(x+2) =z 2—-1 z+2’
Sr—2=A-(x—1)-(z+2)+B-z-(z+2)+C-z-(x—1).

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspotczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzaé ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za x wartosci 0, 11 —2 otrzymujac odpowiednio

dlaz=0 —2=-2A, skad A=1,
dlaz=1 3=3B, skad B=1,
dla x=-2 —12=6C, skad C=-2.
Wobec tego
T br—2 2 -
/x3+x2 2xd:z:—/——|— "5 dr=Infz|+Injz —1| ~2-Infz +2 -

(z—1
= (xli_)rgo(ln|x|+ln|x— 1| —2-1n|x—|—2|)) —Ind—In3+2-In6 = (JLI&IHW) +1n3 =

1

(x—1

=In ( lim W) +In3=In| lim —*5 [ +In3=Inl+In3=In3 >Ine=1.
% (5 +2) T (1+2)

Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa ma wartos¢ In3 > 1.

Uwaga: Catki

o [ee] [ee]
1

1 1
/;dac, Zx_ldx, !m+2dx

4

sg rozbiezne, a granice

lim In|x|, lim Injz—1], lim Infz +2|

r—00
sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej do
nieoznaczonosci 0o — 0o.

233. Obliczy¢ wartos$¢ catki niewtasciwe;j / d$ i po uproszczeniu wyniku okre-
sli¢, czy wartosé ta jest wieksza czy mniejsza od 0.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze
Por=(—-1)2 (x+1).

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
r—>5 A B C

(x—1)-z-(x+1) a:—l—i_;—i_xi%—l7
r—b=Ax-(z+1)+B-(x—1)-(z4+1)+C-(z—1)-z.

W tym momencie mozna wymnozy¢ wyrazenia po prawej stronie, utozy¢ uktad trzech
rownan liniowych z trzema niewiadomymi A, B i C, porownujac wspdlczynniki przy
jednakowych potegach z’a, a nastepnie rozwigzaé ten uktad réwnan.

My jednak podstawimy za x wartosci 0, 1 i —1 otrzymujac odpowiednio

dlaz=1 —4=2A, skad A=-2,
dlaz=0 —5=-0, skad B=5,
dla x=-1 —6=2C, skad C=-3.
Wobec tego
270;3__5; dxzzo—xil —I—i—wildx:—2-ln|x—1]+5-ln|x| —3-Injz+1| 2:

= (J}i_)rglo(—2-ln|x—1|+5-ln|x|—3-1n|x+1|)>+2-1n1—5~1n2+3-ln3:

(1' 1 x5 )+1 L <1' v >+1 27
= lim In n— =In{ lim n— =
e=oo  (p—1)2-(x+1)3 32 =00 (r—1)2-(z+1)3 32
1 27 27 27
=In| lim 5 3| +Inz=Inl+In—~=In_—-<Inl=0.
=00 (1_3 .<1+%> 32 32 32
. rd 3 7’ . 7’ 7 27
Odpowiedz: Podana catka niewtasciwa ma wartos$é lnS—2 <0.
T 71T . .
Uwaga: Calki / dz, / —dz, / dx sa rozbiezne, a granice
5 T— 1 5 T 5 r+1
lim Infz —1[, lim Inz|, lim Infz+1]

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci 0o — 00.

dx
(x+2)-(x+5)

do postaci w~ln£, gdzie p, q sa liczbami pierwszymi, a w liczbg wymierna dodatnig.
q

234. Obliczy¢ wartos¢ catki niewtasciwej / Doprowadzi¢ wynik
x
4

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 A B C
v (012)-(145) = a2 245’
1=A-(x+2)-(x+5)+B-z-(x+5)+C-z-(x+2).

Podstawiamy?® za x wartosci 0, —2 i —5 otrzymujac odpowiednio

dla z=0 1=10-A4, skad A=1/10,
dla o= —2 1=-6-B, skad B=-1/6,
dla z=-5 1=15-C, skad C=1/15.
Wobec tego*
7 d 71/10 1/6 1/15
/ e
z-(x+2)-(x+5) r  z+2 z+5
1 o0
:%-(3'ln\x|—5-ln|x—|—2|—|—2~ln\x+5\) =
r=4

1 1
= (}Lrgo (30-(3-ln|$|—5-ln|x+2|+2-ln|$+5|)>> —%-(3-1n4—5-1n6—|—2-1n9):

2
1
) )—30-(6-1n2—5-1n2—5-ln3+4~ln3):

30 leom N (2
2
1 (1+2) 1 1 1 13
=—-In| lim —*~ [—-—-(In2—In3) = —-Inl+ — - (In3—1In2)= — -In—.
30 ”(minéo<1+2 5| 7 gg (2=Mn3) = g5 Il g5 (I3 =In2) = g5 Ing
I : L o L3
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé 30 ln§.
Uwaga: Caltki
71 71 71
/—da:, / dx, / dx
T T+2 T+5
4 4 4
sg rozbiezne, a granice
lim Inlz|, lim Infz+2], lim Infz+5]|

sg nieskonczone, nie moga sie¢ wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci co — 0o.

T od
235. Obliczy¢ wartos¢ calki niewtasciwe;j / ﬁ Doprowadzi¢ wynik do postaci
3+
1/3

Inw, gdzie w liczbg wymierna dodatnig.
Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé¢, gdzie napotykasz trudnosci.

3Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, utozyé uklad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.

4 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale calkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
1 A n Bx+C
r-(1622+1) 2z 1622+1°
1=A- (16;62—1—1) +(Bzx+C) -z,
1=16Az*+ A+ Ba*+Cx,
1=A, 0=C, 0=16A+B,
A=1, B=-16, C=0.
Wobec tego®

® 4 1 16 1 >
[ s = | 5 gy o= (mlel - mieet o)) | =
1/3 z-(1622+1) 173 b A 2=1/3
2 |7 2 1 1 1
=In v = | lim In _ —1In mi:ln — —Ilny| —— =
1622 +1 |\ 16224 T L e T R (ST
:lnl—lnlzln§.
4 5) 4

Odpowiedz: Podana caltka niewtasciwa ma wartos¢ In-.

Uwaga: Catki

71 T oz
—d —d
[z /16x2+1 !
1/3 1/3
sg rozbiezne, a granice
Jmlnjal,  Jig ln(162%+1)

sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci oo — 0o.

Odpowiednie poradzenie sobie z przejSciem granicznym jest kluczowa cze-
$cig zadania. Bez tego elementu, nawet przy poprawnym wyniku liczbowym,
zadanie nie moze zosta¢ uznane za rozwigzane.

dx

[y

236. Obliczy¢ warto$¢ calki niewtasciwej / lub wykazac, ze caltka ta jest roz-
7

biezna.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

5 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
I 1 _ Ar+B n C
w3+r (224+1)-z 2241
1=(Az+B)-z+C- (x2+1) :

1=A2’+ Bz +C2*+C,

0 = A+C
0 = B
1 = C
Stad otrzymujemy A= —1.
Wobec tego
v+ »?+1 =z 2
7 7 =T
| 1) 1 2 |
=( lim (— - (w i +Inx | | + n750 —In7={ lim In $ + noy —In7=
e z—00 241 2
. 1 In50 In50 In50
:(lng}Lrglo\l:>+ 5 —1n7—ln1+7—1n7—7—ln7
n50

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartos¢ — —In7.

Uwaga: Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest istotng czescig zadania. Bez
tego zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku licz-
bowym.

73
237. Obliczy¢ wartosé¢ catki niewtasciwej / f dx lub wykazac, ze catka ta jest
:L' —

rozbiezna.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
3r+2 3r+2 A B C
—dr  (z-2)-x-(2+2) -2 +E+x7+2’
3r+2=A-z-(z+2)+B-(z—2)-(z+2)+C-(z—2) - x. (Q)
W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie
porownujac wspotezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno
r=2, z=0, x=—2 otrzymujac odpowiednio

8=8A, skad A=1,

1
2=—-4B, skad B:_§7

1
—4=8C, skad (= —5-

Wobec tego
¥ 3r+2 T2 12 1 Injz+2[|”
/ T+ d:v:/ _L_ / dx:ln|x—2|— n]x\_ n|:1:—|— | _
a3 —dx Jx—=2 =z T+2 2 2 »
_ In|z| Injz+2| In6 In8
=1 Injz—2|— — —Ind+— =
(erglo<n|x | 5 5 )) n4 -+ 5 + 5

. x—2 —2-1n4 +1n6+1n8&
= | lim In + =
e (2 +2) 2
. xr—2 —4-In2+1n2+1n3+3-1n2
=In|( lim —
e - (2 +2) 2

1-2
:ln<lim L )+mzln1+m:0+mgzln3

e f142) 2 2 2 2

-y : L . ,, 1n3
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa jest zbiezna i ma wartos$¢ —.

20+3
23 -9z

238. Obliczy¢ wartosé¢ catki niewtasciwej / dx lub wykazaé, ze catka ta jest
5

rozbiezna.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
2x+3 2x+3 A B C
—9r  (x—3)-z-(x+3) 1:—3+E+:v7+3 ’
2043=A-x-(x+3)+B-(x—3)- (z+3)+C-(x—3)-x. (Q)
W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie

porownujac wspotezynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inna droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno
=3, v=0, x=—3 otrzymujac odpowiednio

1
9=18A, skad Azi’

1
3=-9B, skad B:—g,
1
—-3=18C, skad (]:—6.
Wobec tego
/2.%—1-3 /1/2 13 1/6 dx_ln]x—?)\_ln]x\_ln|x+3| > B
B r o oxz+3 2 3 6 B

=5

( , <1n|x—3| In|x| 1n|x+3|)> In2 In5 In8
= ( lim — -
=00 2 3 6 2 3 6

—3)3 In2 1 In2 —3)3 |
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Odpowiedz: Podana caltka niewlasciwa jest zbiezna i ma warto$¢ ——
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