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Dzien 15 (piatek 3 kwietnia 2020)

Calki niewlasciwe — badanie zbieznosci

Dzi$ zajmiemy sie badaniem zbieznosci catek niewtasciwych, w ktorych funkcja pod-
catkowa jest nieujemna. Taka catka jest geometrycznym polem pewnej figury, na ogot
nieograniczonej. Zbieznos¢ takiej catki jest rownoznaczna ze skonczonoscig takiego pola.
A sama caltka zawsze albo ma warto$¢ skonczong, albo jest rozbiezna do +oc.

Do tego celu postuzg nam dwa elementy:

e kryterium poréwnawcze,
e rodzina catek o znanej zbieznoéci, do ktérej bedziemy poréwnywaé! badang calke.

Najpierw kryterium poréwnawcze. Nie mowi ono nic wiecej niz to, ze wigksze od du-
zego jest duze, a mniejsze od maltego jest mate.
A konkretnie: zat6zmy, ze —oo<a<b<+oo, funkcje f,g:(a,b)—R sa ciagte, a ponadto
dla kazdego z € (a, b) zachodza nieréwnosci
0< f(z) <g(x).
b b
Jezeli catka / f(z) dzx jest rozbiezna, to caltka / g(x) dzx tez jest rozbiezna.

b b
Jezeli catka / g(x) dx jest zbiezna, to catka / f(z) dx tez jest zbiezna.

Obie powyzsze implikacje sa réwnowazne?, wiec po co dwa razy powtarzaé¢ to sa-

mo? Po prostu wygodnie jest pamieta¢ obydwie wersje i korzystac z tej, ktora jest nam
aktualnie potrzebna.

Dla catek niewtasciwych o nieujemnej funkcji podcatkowej nie musimy stowami wypo-
wiadac faktu ich zbiezno$ci badz rozbieznos$ci. Wystarczy napisaé catke oraz oo i postawic
miedzy nimi znak rownosci lub ostra nieréwnosc.

W praktyce stosowanie kryterium poréwnawczego sprowadza sie do szacowan, ktore
zapisujemy w ciggu nieréwnosci tak:

b b
/f(:v) dr < ... tu lecg jakie$ szacowania ... < /g(x) dr < oo 3
albo tak:

b b
/g(:c) dxr > ... tu leca jakie$ szacowania ... > /f(:c) dv = co. *

IPrzez odpowiednie szacowanie.
?Kazda jest transpozycja drugiej.

b
31 formutujemy wniosek: catka /f(ac) dx jest zbiezna.

b

41 formutujemy wniosek: catka / g(x) dz jest rozbiezna.

a
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Do tego wszystkiego potrzebujemy wzorcowych catek, ktérych zbieznos¢é sobie raz
rozstrzygniemy bezposrednim catkowaniem, i do ktérych bedziemy poréwnywaé inne

calki.
Nie bede sie silit na wielkie ogdlnosci, z ktorych niewiele wynika. Dlatego przed-
stawiona rodzina calek bedzie mozliwie prosta, ale wystarczajaca, aby zaobserwowac

najciekawsze zjawiska.

Oto nasze wzorce:
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Whiosek: Catka / —f jest zbiezna dla p <1 i rozbiezna dla p > 1.
x

Podobnie postepujemy z druga catka:

o
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Whiosek: Catka / —f jest zbiezna dla p > 1 i rozbiezna dla p <1.
x
1

d
Whniosek: Catka / —f jest rozbiezna dla kazdego p. Jednak jezeli p# 1, to niecatko-
x
0
walna osobliwos¢ jest tylko w jednym konicu przedziatu catkowania.
Zadania

™ dx

239. Udowodni¢ zbieznos¢ catki niewlasciwej / -
0z +x

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

>Przy zalozeniu p # 1.
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Rozwigzanie:
Dzielgc przedziat catkowania otrzymujemy

/ x™dx / x™ dx / x™dx
xd 4t x® 4t o4t
Wykazemy, ze kazda z dwoch caltek Wystegpujegcych W powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcalkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1 ™ dx L /1
5 S 4
0z +x O—i—x ]
bo 4—7m < 1.
Podobnie
7$”dx <7Ox“dx B T dx < oo
/ :L‘5+$4\1 3354—0_1 5T ’
bo 5—7m>1.

Td
240. Udowodni¢ zbieznos¢ catki niewtadciwej / i

5 Vad+ a8

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Dzielgc przedziat caltkowania otrzymujemy

70 x™dx _/1 x™ dx n T oa™dx

d Vad+a® ) V% ad ] it

Wykazemy, ze kazda z dwoch catek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.
W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcalkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1' ™ dx </1 ™ dx /1 dx s
P — OO’
; \/x9+a:8\0 VO+a® ) ozt
bo 4—7m < 1.
Podobnie
T " dx T a"dx T dx
< — [ =
1/ x9+x8\1/ 2 +0 1/:1:475”<+OO’
bo 4,5—m > 1.

¢ dx

241. Udowodnié¢ zbieznosé calki niewlagciwej / ity
) N

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Dzielgc przedziat catkowania otrzymujemy

70 x¢dx / x¢dx 70 x¢dx
i ztad ) ot
Wykazemy, ze kazda z dwoch caltek Wystegpujegcych W powyzszej sumie jest zbiezna.

W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcalkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
/1' ¢ dx 1 dx /1
1.3 S 3
0T +x O—i-x 4
bo3—e<1.
Podobnie
T xedr Trtdr T dx
< —
1/334—|-£L'3\1/(E4+0 1/x46<+oo’
bo4—e>1.

v +933
11 —i—x7

242. Udowodni¢ zbieznos¢ catki niewtadciwej /

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Dzielgc przedziat catkowania otrzymujemy

/ x5—|—x3 / a:5+x3 +/ x5—|—x3

\/.Tll+$7 Va4 27 \/.r11+x7

Wykazemy, ze kazda z dwobch calek wystepujacych w powyzszej sumie jest zbiezna.
W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcalkowa jest dodatnia i skorzystamy z kryte-
rium poréwnawczego dla calek niewtasciwych.

Otrzymujemy
1 51 3 L /331 3
[ e [V e =g [ S0 < oo,
N B J
bo 5/6 < 1.
Podobnie
oo/ 54 43 o0 54 325 o0
/731:11 $7d1‘ /73x x dr = /%<+oo,
S Vot S Vat+0 J
bo 7/6 > 1.

243. Wyznaczyc zblor wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktorych

catka niewtasciwa / dx jest zbiezna.

. /I4+[E3

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Dzielgc przedziat caltkowania otrzymujemy

/ A Ay
———dr= / ——dzr+ / ——dz
o Vattas o Vattas S Vat+ad
Zbadamy, dla ktorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sg
zbiezne. W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcalkowa jest dodatnia i skorzystamy
z kryterium porownawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy

O\»—\

/1 P d /1 dx

T = _—

z 3/2—

+x5 5 V0423 J ad/2p
oile 3/2—p<1, czylip>1/2.

Ponadto )

/1 /lwpdx_l JCa—
5 Vat —1—953 o V4o’ V2 ) ad/rr ’

oile3/2—p>1, czyli p<1/2.
Podobnie

oile2—p>1, czyli p< 1.
Ponadto

/xdp/xdx_l/dx = +o0
Vartad T ettt V2 ] 2 ’
oile2—p<1, czylip>1.

Whiosek: Jezeli 1/2 <p<1, to obydwie calki powstate z podziatu przedziatu catkowa-
nia sa zbiezne, a wiec i wyjsciowa catka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych
calek jest rozbiezna, a zatem wyjsciowa calka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana calka jest zbiezna dla p € (1/2, 1).
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