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Dzien 16 (poniedzialek 6 kwietnia 2020)

Szeregowe kryterium zbieznoSci calek.
ALBO!
Catkowe kryterium zbieznos$ci szeregéow.

Przypomnijmy jeden z wnioskéw z piatkowego wyktadu:

7Od:13 <+oo (calka jest zbiezna) dla p>1
/ ap =+o00 (calka jest rozbiezna) dla p<1
Moze pamigtacie z pierwszego semestru, ze:

i 1 { <400  (szereg jest zbiezny) dla p>1

e =400  (szereg jest rozbiezny) dla p<1

Patrzac na powyzsze przyktady nie sposob nie zada¢ sobie nastepujacego pytania. Co
prawda ciag i funkcja okreslona na przedziale [1, +00) to dwa bardzo rézne obiekty ma-
tematyczne, ale czesto sa one definiowane bardzo podobnymi wzorkami?. Czy w $wietle
powyzszych przyktadéw powinnismy oczekiwac, ze zbieznosé szeregu bedzie rownowazna
zbieznosci odpowiadajacej mu calki niewtasciwej?

Raczej nie nalezy oczekiwac, ze bedzie az tak dobrze bez jakichkolwiek zatozen. Poza
tym z funkeji f mozna zawsze zrobi¢ odpowiadajacy jej ciag (a,) przyjmujac a, = f(n),
ale w druga strone to juz moze by¢ gorzej. Bo tak jak z ciggiem okreslonym wzorem

P 4nt4\/n
no n9 4 9on
bez namystu skojarzymy funkcje
T8+ 23 +\/x
fla)= 9—\/_ :
x)+2
tak we wzorach definiujacych ciagi
1
a,=(-1)"  oraz  b,=— 3
Pn

trudno bytoby zamiast n wstawi¢ x i pozwala¢ temu z-owi przyjmowac¢ dowolne wartosci
rzeczywiste wicksze od 1. Bo nie ma sensu wyrazenie! (—1)V2, ani méwienie o m-te]
liczbie pierwszej®.

Pytamy wiec, przy jakich sensownych zalozeniach o funkcji f:[1, +00) — R mamy
gwarancje rownowaznosci zbieznosci szeregu

> f(n) oraz calki niewlasciwej / f(z)dz.
n=1 1

I'Niepotrzebne skreglié.

2Dokladniej: chodzi o wzorek na wyraz ogdlny ciagu (zwykle wyrazenie zalezne od n) oraz wzorek
definiujacy funkcje (zwykle wzorek zalezny od z). Wzorki te moga si¢ r6znié tylko tym, ze literka n
zostata zamieniona na literke x.

3Przez p,, oznaczamy n-tg liczbe pierwsza, np. py =2, ps =3, p12 = 37, p21 =73, pas = 97.

4Przynajmniej w zakresie liczb rzeczywistych.

>Chyba ze jakié producent wprowadzi na rynek napéj o nazwie ”Liczba pierwsza”.
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Okazuje sie, ze takie zalozenia sg dwa:
e funkcja f powinna przyjmowaé tylko wartosci dodatnie®,
e funkcja f powinna by¢ nierosnaca.

Mamy wiec nastepujace kryterium:
Niech f:[1, 400) — (0, 00) bedzie funkcja’ nierosnaca. Wowczas szereg

> f(n)

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest catka niewlasciwa

70f(a:)d:v.

Poniewaz w przypadku calki niewtasciwej z funkcji nieujemnej czy szeregu o wyrazach
nieujemnych, zbieznos¢ i rozbieznos¢ mozna wyrazi¢ przyrownujac catke czy sume sze-
regu do nieskoniczonoéci®, teze powyzszego kryterium mozemy zapisaé¢ symbolicznie tak:

i_o:lf(”)<00 & /f(m)dm<oo.

Idee dowodu powyzszego kryterium mozna przesledzi¢ na rysunkach 1 i 2.
Z rysunkéw tych wynikajg nieréwnosci

f;f(m < [f@)de < Y ().

n=1

co jest rownowazne nieréwnosciom

[Fa)de < X gn) < [ f@)des p0).

7 powyzszych nieréwnosci wynika, ze albo i catka i suma szeregu sa skonczone, albo
i jedno i drugie jest nieskonczone.

6Na site mozna byloby napisa¢ "nieujemne”, ale wobec monotonicznoéci osigganie wartosci 0 wymu-
szaloby zerowanie sie funkcji dla wszystkich odpowiednio duzych argumentéw. W konsekwencji odpo-
wiadajacy jej szereg liczbowy mialby od pewnego miejsca tylko wyrazy zerowe. Zbiezno$¢ zaréwno catki
jak i szeregu bylaby w tym wypadku zbyt oczywista, aby byla ciekawa.

7O dziwo nie zalozylem, ze f jest ciagla. Bez zadnej szkody mozemy sobie to zalozenie dopisaé.
Okazuje si¢ jednak, ze w przypadku funkcji monotonicznej ewentualne nieciagloéci nie zaburzaja cal-
kowalnosci. Jednak wchodzenie w tym momencie w szczegdly wykracza poza zakres wyktadu. Innym
warunkiem, ktory moéglby sie tu pojawi¢ jest zalozenie L]l_)H(;lo f(z)=0. To zalozenie nie jest do niczego
potrzebne, ale jesli nie jest ono spelnione, to zaréwno calka jak i szereg sg rozbiezne, wigc niczego specjal-
nie ciekawego nie uzyskujemy. Zalozenie to moze jednak spelniaé role zwrécenia uwagi na interesujacy
przypadek i dlatego nie wykluczylbym, ze si¢ gdzie$ tam w literaturze pojawia.

8 Albowiem pytanie o zbieznoéé¢ jest pytaniem o skoficzono$é geometrycznego pola pod wykresem
funkcji czy tez o skonczonosé sumy wyrazéw szeregu.
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Kryterium to nosi nazwe (a jednak) catkowego krytrium zbieznosci szeregéw,
a nie szeregoweqo kryterium zbieznosci catek. Powod tego jest nastepujacy: Na ogot ta-
twiej obliczy¢ wartos$¢ calki niz sume szeregu, czy cho¢by sume czedciowa, Dlatego w ty-
powej sytuacji stosowalnosci tego kryterium, jesteSmy w stanie stosunkowo tatwo obliczy¢
catke, a w przypadku szeregu napotykamy na trudnosci nie tylko z obliczeniem sumy,
ale wrecz z rozstrzygnieciem zbieznosci.

W tym miejscu nalezy po raz kolejny przypomnie¢, ze zbieZnos’(zo szeregu nie zalezy
od zmiany dolnej granicy sumowania, a zbiezno$¢ catki niewtasciwe;j / f(x)dx nie zalezy®
od zmiany dolnej granicy catkowania. '

Skoro szereg i f(n) i catka / f(z) dz wykazuja tyle podobienstw, to nasuwa sie

n=1 1

pytanie, czy mozna tez przenie$¢ inne kryteria zbieznosci szeregéw na kryteria zbiezno-
Sci calek niewtasciwych. Pierwsze kryterium, ktére przychodzi tu na myél, to warunek
konieczny zbiezno$ci szeregow:

Jezeli a, /0, to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1
Naturalne bytoby oczekiwac, ze:

Jezeli f(x)+ 0 przy x — oo, to caltka /f(x) dz jest rozbiezna.
1

O dziwo, takie kryterium nie jest prawdziwe !!!

Przyktad funkcji, dla ktorej takie "kryterium” nie jest prawdziwe, widzimy na ry-
sunku 3. Funkcja ta jest zerowa poza otoczeniami liczb naturalnych, gdzie jej wykres
stanowig waskie i wysokie trojkaty réwnoramienne. Mozna by ja oczywiscie zapisa¢ wzo-
rem, z ktorego niewiele byloby widaé¢, wigec poprzestanmy na rysunku z dodatkowym
doprecyzowaniem, ze tréjkat w okolicy liczby n ma podstawe dtugosci 2/4™ oraz wyso-
kos¢ 2". To daje pole n-tego zielonego trojkata rowne 1/2", wobec czego!®

i © 1 1 3

Oczywiscie granica Jim. f(z) nie istnieje, a co wiecej funkcja f jest nieograniczona, gdyz
w miar¢ posuwania sie do +o00 zdarza jej si¢ przyjmowaé¢ dowolnie duze wartosci.

Jednoczesnie ten przyktad pokazuje, ze w kryterium catkowym zbieznosci szeregow
[e.@]

zatozenie monotonicznosci jest bardzo istotne. W tym przypadku catka / f(z) dz jest
1
zbiezna, a odpowiadajacy jej szereg
> fln)=3 2"
n=1 n=1

jest rozbiezny i to w sposob spektakularny, bo jego wyrazy daza do nieskonczonosci.

9Przy zalozeniu ciaglosci funkcji f na przedziale domknietym obejmujacym wszystkie potencjalne
dolne granice catkowania.
10Zauwazmy, ze do catki wchodzi tylko polowa pola pierwszego tréjkata.
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Na koniec dzisiejszego wyktadu jeszcze kilka komentarzy.

Kryterium catkowe ma szanse dziata¢ tylko dlatego, ze dzieki monotonicznosci funk-
cji podcatkowej znajomosé jej wartosci w punktach catkowitych pozwala nam z grubsza
przewidzie¢, co funkcja robi pomiedzy punktami catkowitymi. Bez monotonicznosci zna-
jomo$¢ wartosci w punktach catkowitych nie pozwala przewidziec¢, co sie dzieje poza nimi,
co jest Swietnie widoczne na rysunku 3.

W zwiazku z przyktadem z rysunku 3 powstaje pytanie dlaczego!! w szeregu zbieznym
wyrazy dazg do zera, a w zbieznej calce niewtasciwej funkcja podcatkowa nie musi dazy¢
do zera w nieskonczonosci.

Oto6z w szeregu rozmiar wyrazu odpowiada przyczynkowi tego wyrazu do zmiany
sumy czesciowej. Jesli wyraz jest duzy, to pociaga za soba duza zmiane sumy czesciowe;.
W szeregu zbieznym sumy czesciowe si¢ stabilizujg — dalekie sumy czesciowe zmieniaja
o bardzo malto, co wyklucza dalekie duze wyrazy.

Zupekie inaczej jest z catka. Duza wartosé funkeji'? nie musi pociggaé za sobag duzego
przyczynku do calki, bo ta nawet kolosalna warto$¢ moze by¢ przyjmowana na malusien-
kim przedzialiku. W szeregu natomiast nie mozna dodac¢ podt czy éwieré czy miliardows
czes¢ wyrazu. Dodajemy od razu caly wyraz — jak jest duzy, to dodajemy duzo.

Gdyby jednak zatozyé¢, ze f ma w nieskonczonosci granice i ta granica jest rézna
o0

od zera!'3, to catka / f(z) dx musiataby by¢ rozbiezna.
1

HSlowo ”dlaczego” nie pyta tu o formalny dowéd, ale o istote przyczyn, dla ktérych mamy takie,
a nie inne zjawiska.

12Mys$lmy o funkcji cigglej, a wiec duza wartoéé w jednym punkcie wymusza duze wartoéci w pewnym
(by¢ moze bardzo malym) otoczeniu tego punktu.

BMoglaby to tez byé granica niewlasciwa +oo.
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