Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 17 (wtorek 7 kwietnia 2020)

Dzi$ kilka pouczajacych przyktadéw i trzy zadania z catek. Wiekszosé (ale nie wszyst-
kie) dotycza obliczania calek bez catkowania, to znaczy obliczania catek oznaczonych
(w tym niewtasciwych) bez znajdowania funkcji pierwotnej.

A na koncu dzisiejszego wykltadu znajdziecie zwiastun tego, co czeka Was jutro.

Przyktad: Obliczy¢ catke / sin?z d.
0

Oczywiscie mozna bytoby to wycatkowaé¢ po skorzystaniu z odpowiedniego wzoru
trygonometrycznego. Ale po co? Mamy calkowaé sin? po pelnym okresie. Poniewaz sinus
i kosinus to jest ta sama funkcja, tylko przesunieta, calka z cos? po pelnym okresie bedzie
rowna tyle samo:

s s
/siandx:/cos2xdx.
0 0

Zauwazmy jednak, ze

/siandac—i—/costdx:/sin2x+0082wdx:/1dx:7r.
0 0 0 0
Stad

™ v ﬂ'
/sin2xdx:/(:os2xdx:§.
0 0

ZapamiQtaj: Funkcje sin? i cos® na catym okresie maja $rednig warto$é 1/2.

1 1 2020
d V| x|d
Przyktad: Obliczy¢ catki /7:6 oraz /]x| x‘

I 4 2021 . I 4 22021

Pierwsza mysl: Funkcje podcatkowe sg nieparzyste, a przedziat catkowania syme-
tryczny wzgledem zera, wiec obie catki sg réwne 0.

Niekoniecznie !!! Jest to prawda dla zwyktych! calek, a takze dla zbieznych ca-
lek niewtasciwych. Ale jesli catka niewlasciwa jest rozbiezna, to nie mozna jej przypi-
sa¢ wartosci liczbowej. Obydwie catki maja wewnatrz przedziatu catkowania osobliwo$¢

i

/1 QOQWCM: .

jest
Joxe 22021

(w zerze). Jednak calka /

———— jest rozbiezna?. Natomiast calka
2021
) r+x

zbiezna®, a w zwigzku z tym jej wartoéé jest réwna 0.

Trzy catki

™
271. Obliczy¢ wartos¢ caltki oznaczonej / sin?"®  — cos®™® z du.
0
Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-

mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

LCzyli bez osobliwosci.
2Dowéd rozbieznoéci zostawiam dla Was jako proste éwiczenie.
3A tu zostawiam dla Was dowdd zbieznoéci — réwnie prosty.
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Rozwigzanie:
Z réwnosci .
COSZT = sin (x + 5)

oraz
|sin(z+m)|=|sinz|
otrzymujemy
Uy s 7T/2 s
T T T
/cos20203: dr = /sin2020 (a: + 5) dx = / sin??%0 (:H— 5) dx+ / sin20%0 (x+ 5) dx =
0 0 0 w/2
w/2 T T /2
T T
= / sin??%0 (x+ 5) dx+ / sin?"2 (:L‘ — 5) dx = / sin?"?0 x da + / sin?"? z dx =
0 w/2 /2 0
= / sin?® ¢ dz
0
skad wynika, ze dana w zadaniu catka ma wartos¢ zero.
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka oznaczona ma wartosé 0.
Uwaga: Idea powyzszych rachunkéw jest nastepujaca: Funkcje sin?%?° i cos?? sg

catkowane po pelnym okresie réwnym m, a przy tym jest to ta sama funkcja, tylko
przesunieta o /2.

272. Obliczy¢ wartos¢ caltki niewtasciwe;j

o
x®—1

O/ﬂ—{—ldx'

Wskazéwka: Wykona¢ podstawienie x =1/t albo z=¢'.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Sposob I

Najpierw udowodnimy zbiezno$¢ danej catki. W tym celu zapiszemy ja w postaci
sumy dwoch catek, a nastepnie zastosujemy kryterium poréwnawcze dla udowodnienia
zbieznosci sktadnika bedacgo catka niewtasciwa o nieujemnej fukeji podcatkowej:

Tah—1 1:175—1 . | 11—x5 Tah—1
0/m7—|—1 v O/:c7+1 I+1/:v7—|—1 v 0/m7—|—1 x+1/x7+1 v

o 5 5 00
it [ e
Nastepnie wykonamy podstawienie z =1/t i formalnie dx = —dt/t*. Otrzymujemy:
0,5 5 5
= /iui e /iui t;jtzo/;—utl?dt_/((fwtl? _/1 =1
skad I =—1, czyli I =0.
OdpowiedZ
Dana calka jest zbiezna i ma wartos¢ 0.
Sposob 11

Dowodzimy zbieznosci catki jak w sposobie I, a nastepnie wykonujemy podstawienie
r=¢', czyli t =Inz, i formalnie dz = et dt. Otrzymujemy:

. | T bt — et
/x7+1 _/ 7t+1 c dt:_lo ipy
¢ —7t/2 /2 _ o 5t/2
- / . - / dt |
(e +1)- —7t/2 €7t/2+€—7t/2

co jest rowne 0 jako catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem
zera.

273. Obliczy¢ wartos¢ catki

V3
1

/ x arctg— dx .
x

V3

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
—dt
Wykonujemy podstawienie z =1/t, czyli t =1/x i formalnie dx = T Otrzymujemy
(w miedzyczasie catkujac przez czesci):
v3 1 My arctgt 1ys 1
/ xarctggda::— / 3 dt =— / t—g-arctgtdt:
—V3 —1/V3 -1/V3
1/V3
1 / 1 37 3 -« 1 Y1 1
T op et 5 | mEaie o 2 | pEe e
t=—1/V3 -1/V3 -1/V3
1 1 YV 1
s T s T T v
=T S arctgt — = (-VB-E-VB-3) =T 4VB+Z =
zz(tamg > 5 (V35 6)=atV3tg
t=—1/V3
27
- ? + \/§

Zanim zajrzysz na kolejna strone,
zastanow sie dlaczego powyzsze
rozwigzanie jest bledne !!!
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BLEDY:

1° Wykonane podstawienie nie przeprowadza przedziatu catkowania [—\/3, \/3] na
przedzial [—1/\/5, 1/\/5]

2° Uzyskana w wyniku btednego podstawienia catka niewtasciwa jest rozbiezna. Funk-
cja podcatkowa ma osobliwos¢ w punkcie 0.

Rozwigzania poprawne:
Sposob I:

Funkcja podcatkowa jest parzysta, a zatem

V3 V3

1 1
/ xrarctg—dr=2- / xarctg—dx .
x x
-3 0

—dt
Wykonujemy podstawienie x=1/¢, czyli t =1/z i formalnie dz = —~. Otrzymujemy
(w miedzyczasie catkujac przez czesci):

V3

1 1/\/garctgt 71
O/:Uarctgw dr = — OZ Tdt: / ﬁ-arctgtdt:

1/V3

+1 7’ 1 1
2’ 2241
t=1/v3 1/V3 +

1
= —ﬁ-arctgt

_ 1 AT 71 1
_ti)]_’g_j _Tﬁ.arcg +§6+7/7_7

2 2 241
1/V3 +
T 1 1 > T 1 7 T T \/g T
EPYNEINE BN B0 SN SN AT
0+ +5 ( - —arctg ) YR 2+\/§+6 it o G
t=1//3
T 3
_ T V3
12 2

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki jest réwna V3+ T
Sposob I1:

Funkcja podcatkowa jest parzysta, a zatem

v 1 v 1
/ rarctg— dr=2- / xarctg— dx .
x x
3 0

Korzystamy z rownosci

arctg— = T arctgr dla x>0.
r 2
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Otrzymujemy (w miedzyczasie catkujac przez czesci):

V3 1 V3 - - V3 V3
/xarctg—dx:/x-<——arctgx> dx:—-/xdx—/x-arctgxdx:
T 2 2
0 0 0 0
V3
x? x?-arctgr 1 f 22 3 7T+1 /1 1 p
= — _— — xrT=——— — —_ Tr =
. 2 2 e 1272 241
V3
T 1 s m T V3 m w3
TR R . 13 (35) =0T 5t

Odpowiedz: Wartos¢ podanej caltki jest réwna v/3+ %

Jak to rozwigzaé¢ 777

Obliczy¢ wartosé takiej sumy:
sin37°4sin 157° +sin 277° .

I takiej:
sin37° 4+sin 109° 4 sin 181° +sin 253° +sin 325° .

I moze jeszcze pochodng rzedu 2020 funkcji* sin®.

I przy okazji poda¢ wzér na funkcje, ktorej 2020-ta pochodng jest wyzej wspomniana
funkcja sin®.
A jesli znamy sinz, to ile jest réwne sin7x ?

A ile to jest arctg2+arctg3 ?

Nie musisz umieé¢ rozwigzaé¢ zadnego z tych zadan®. Ale chyba zdajesz sobie spra-
we, ze kluczem do ich rozwigzania jest mistrzowskie opanowanie wszelakich tozsamosci
trygonometrycznych.

Cudownej, wprost niewiarygodnej umiejetnosci tworzenia na zawoltanie potrzebnych
tozsamosci trygonometrycznych nauczysz sie jutro. Ale najpierw musisz sobie przypo-
mnie¢, co wiesz o liczbach zespolonych. Pomocne bedzie od$wiezenie wiadomosci na ten
temat poprzez zerkniecie do pigtego rozdziatu skryptu dr.® Tomasza Elsnera z Algebry
Liniowej 1 (jest na stronie autora).

Dla treningu rozwiaz tez ponizsze” dwa zadania.

4Czyli funkeji f okreslonej wzorem f(z)=sin®z.

5Rozwigzania oparte o zmudne rachunki lub polegajace na wygrzebaniu z tablic lub internetu goto-
wych wzorkéw niepecjalnie nas interesuja.

6Czy po "dr” stawiamy kropke?

"Taka juz jest tradycja, zeby pisaé¢ ”ponizsze” nawet o czyms, co jest na kolejnej stronie.
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274. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 23 =4 w liczbach zespolonych. Za-
pisaé wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonome-
trycznych) oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na ptaszczyznie zespolonej wykorzystu-
jac zamieszczony nizej rysunek, na ktéorym narysowano okrag jednostkowy oraz proste

przechodzace przez punkt 0, co 15°.

Nz

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Dane w zadaniu rownanie jest spelnione przez liczbe z = —i, a pozostate dwa rozwig-
zania tego rownania leza na okregu jednostkowym co 120°.

Inaczej: liczba i ma modut 1 i argument 7/2, a zatem jej pierwiastki szescienne maja
modut 1 i argumenty 7/6+2knw/3 dla k=0,1,2, czyli odpowiednio 7/6, 57/6, 37 /2.

V3

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 3 rozwigzania: —i oraz i? + R

N2
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275. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 227+ 216 = 224+ 219 w liczbach zespo-
lonych. Podaé liczbe rozwigzan, zapisa¢ wszystkie rozwigzania w postaci kartezjanskiej
(mozna uzywaé znakéw ”+” i 7+,” dla zapisania kilku rozwiazan jednym wzorem) oraz
zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony
nizej rysunek, na ktérym narysowano okrag jednostkowy oraz proste przechodzace przez
punkt 0, co 15°.

A

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Przeksztatcajac dane rownanie otrzymujemy kolejno:

LT 16
(23—1>-224—<z3—1)-216:0,
<z3—1)-(z24—z16>:0,
<z3—1>-<28—1)-21620,
2=1 Vv =1 Vv 2=0.

Zatem dane réwnanie ma 11 rozwigzan i sa to: liczba 0, osiem pierwiastkow Osmego
stopnia z jednosci (w tym liczba 1) oraz dwa pierwiastki trzeciego stopnia z jednosci
(bez liczby 1, ktora juz uwzglednilidmy).

N

Odpowiedz: /2

2 1 3
Dane réwnanie ma 11 rozwigzan: 0, =+1, =i, izig\g_i oraz —2:|:\g_‘.
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