Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 19 (czwartek 9 kwietnia 2020)

Zaczniemy od przyktadu zaanonsowanego wczoraj.

Przyktad 4: Obliczy¢ wartosé caltki oznaczonej

/2 dx

kA x2+1

Samo catkowanie nie powinno sprawia¢ najmniejszych trudnosci:
9 2

/dx—arct
x2+1 &

= arctg2 — arctg(—3) = arctg2 + arctg3 .

r=-—3
I teraz dochodzimy do sedna sprawy: Czy i jak mozna uprosci¢ uzyskany wynik?
W tym celu trzeba byloby umie¢ powigza¢ arcusa tangensa z liczbami zespolonymi.

Otoz!

arctgr = arg(1+4x1),

czyli arctgx jest argumentem liczby zespolonej 141, jesli przyjmiemy dodatkows umowe,
ze w tym wypadku argument ten pochodzi z przedziatu (—m/2, 7/2).
Ogolniejszy wzor ma postac
b
arctg— = arg(a+bi)
a
i wymaga zalozenia a > 0 oraz przyjecia, ze argument nalezy do przedziatu (—m /2, 7/2).
W interesujacym nas przyktadzie
3
arctg2+arctgd=arg(1+42i)+arg(1+3i)=arg ((1 +2i)-(1+ 32)) =arg(—5+5i)= Zﬂ+2k7r.

To jeszcze nie koniec, bo argument liczby zespolonej nie jest jednoznaczny, znamy go
z doktadnoscig do wielokrotnosci 27.
Jednak dodanie nieréwnosci - .
— <arctg?2 < —
4 8955

oraz . .
1 <arctgd < 5
daje
g <arctg2+arctgd <m,
skad

3
arctg2+arctg3d = Zﬁ .

™

276. Obliczy¢ wartos¢ catki / sin® z da.

0
Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-

mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

1Zobacz skrypt dr. Elsnera, str. 142 Fakt 5.5 oraz rysunek na gérze strony 143.
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Rozwigzanie:
Sposob I
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonome-
trycznej.
Przyjmijmy
z=cosx+isinzw,
co daje
2" =cosnx+isinnz, 2z " =cosnx —isinnz, Simm:z”—%z”
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
s (z—z_1>5 25 —5234102—10271 +5273 — 275
sin®x = = =
21 321
_ sinbx  5sindxr  Ssinz
16 16 8
Teraz mozemy obliczy¢ dang w zadaniu catke:

]rsin5xdx _ 7 sinba _ 5sin3x n osinx d — _cos5x n dcos3x B DCOST _

! 16 16 8 80 48 8 o
~cosdm Heos3m Heosm cosO HeosO  ScosO 1 5 5 1 5 5
T80 48 8 80 48 8 80 48 8380 488

15 5 3-25+150 128 16
T 2471 120 120 15

Odpowiedz: Podana caltka ma warto$¢ 16/15.

Sposob 11
Podstawienie t = cosx i formalnie dt = —sinx dz prowadzi do

T —1 1 1
/sin5xd:c:—/<1—t2)2dt:/t4—2t2+1dt:2-/t4—2t2—|—1dt:
0 1 —1 0

1
23 1 2 3—10415 8 16
2 (L-F )| =2 (5oie) 2R R
5 3 15 15 15

5
d
277. Wyznaczy¢ takg liczbe wymierng a < 5, ze / 5 f_ [ %
x

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Poniewaz

= arctgd — arctga,

/5 dx ;
——— = arctgzx
Jox? 41 & B

pozostaje znalez¢ liczbe a spelniajaca réwnanie
s
arctgd —arctga = 1= arctgl ,

czyli
arctga = arctgb —arctgl .

Poniewaz arctgt jest argumentem liczby zespolonej 1+ ti, otrzymujemy

arctga = arctgh — arctgl = arctgh + arctg(—1) = arg(1+5i) +-arg(l —i) =
2 2
=arg ((1+457)-(1—14))+2kr = arg (6+4i) + 2k = arg (1 + 3z’> +2km = arctgg +2km,
skad po uwzglednieniu nieréwnosci

7r< ) 2<7T
—— <arctg= < —
2 8375

0 <arctgd —arctgl < g

wynika k=0 oraz a =2/3.

Odpowiedz: Warunki zadania spelnia liczba a =2/3.
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