Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzienn 20 (Sroda 15 kwietnia 2020)
Szeregi liczbowe — obliczanie sumy z definicji.

Zajmiemy sie teraz szeregami liczbowymi. Temat ten dostownie lizneliSmy w pierw-
szym semestrze, a teraz zajmiemy si¢ nim na powaznie. Najpierw jednak przypomnijmy

sobie to, co juz powinni$my wiedzie¢ i przeé¢wiczmy to na prostych zadankach.
oo

Na poczatek przypomnijmy, ze przez szereg »  a, rozumiemy ciag sum czesciowych
n=1

(SN) yen, gdzie
N
SN: Z anp=ai1+as+as+...+any_1+ay.

n=1
Zbieznoscig szeregu jest zbieznosé ciagu jego sum czesciowych, a jesli istnieje granica
(lub granica niewtasciwa +00) ciagu sum czesciowych, to nazywamy ja suma szeregu.
Przenosza si¢ przy tym odpowiednie wlasnosci zwiazane z ciagami liczbowymi, a mia-
nowicie:

o Jesli szeregi > a, oraz Y b, sa zbiezne, to zbiezny jest szereg > (a,+by) 1 przy

n=1 n=1 n=1
S (an+bn)=> an+ > by.
e Jesli szereg Y a, jest zbiezny, to dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ zbiezny jest szereg
n=1

o
ca, 1 przy tym o0 00
nZ::l " dYcan=c-d a,.
n=1 n=1

Kryteria zbieznoSci szeregéw (cz. I).
1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI.

Jezeli szereg Y a, jest zbiezny, to nh_)ITOlO a, =0.
n=1
Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy réznej od zera,

o0
to szereg . a, jest rozbiezny.
n=1

2. ZBIEZNOSC SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW.
Oczywiscie zmiana lub pominiecie tych wyrazéw ma wptyw na sume szeregu zbiezne-
go.
o
288. Szereg Y a, jest zbiezny, jego suma jest réwna 7, a jego pierwszy wyraz jest

3 n=1
rowny 2.

00
Udowodni¢, ze szereg Z (5an — 5a"+1) jest zbiezny i wyznaczy¢ jego sume.
n=1
Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
oo

Poniewaz szereg »_ a, jest zbiezny, ciag jego wyrazéw (a,) jest zbiezny do zera,
n=1
a w konsekwencji

lim 5% =5%=1.

n—oo
Zauwazmy, ze sumy czesciowe szeregu danego w tezie zadania dajg sie zapisa¢ naste-
pujacym wzorem:
N

Sy = (5% —5+1) =50 —5INHL — 57— 5ONTL — 95 — 5N+
n=1

Wobec tego

[e%S) N

> (5% —5ntt) = A}im > (5% —5nt) = ]&im (25 —5"W+1)=25—-1=24.

n=1 Tn=1 oo
Odpowiedz: Szereg dany w tezie zadania ma sume 24.
Uwaga: Informacja o sumie szeregu »_ a, jest zbedna — powodem jej umieszczenia

n=1

sa wzgledy pozamatematyczne!.

289. Obliczy¢ sume szeregu

&0 16 16
1+——4|1 .
EQ(\J +n2—n $ +n2+n)

Zapisa¢ wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

LCzyli dla zmylki.
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Rozwigzanie:
Zapisujac dany szereg w postaci

0 16 16
g(\j1+(n—1)-n_\j1+n-(n+l) )

zauwazamy, ze odjemnik réznicy wystepujacej w wyrazie szeregu jest odjemng roznicy
wystepujacej w wyrazie nastepnym.
Mozemy wiec przeksztatcié N-ta sume czesciowa danego szeregu:

N 16 16
SN:E(J”@—U-VJ”n«nﬂ)):
16 16 16 16 16 16
:(\/1+1-2_\/1+2-3)+<\/1+2-3_\/1+M)+<\/Hm_\/1+4-5)+“‘
1 16 1 16
W -y T v )T
1 16 1 16
Wy Ny TN )
: 16 : 16 B
WD N TN TN ) T

_ 1_’_£_ 1+L_3_ 1+L
V1 N-(N+1) N-(N+1)’

co przy N dazacym do 400 zbiega do 3—1=2.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume rowng, 2.

290. Obliczy¢ sume szeregu » om—1 o1
n— n

n=1

e <\/n2—n+1 \/nQ—I—n—i—l)

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

Dzien 20 ($roda 15 kwietnia 2020) - 179 - Strony 177-182



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Rozwigzanie:
Niech
vn2—n+1 (n—1)-n+1
a, = = .
2n—1 2n—1
Wowczas
vVn2+n+1 n-(n+1)+1
= = Qn41 ,
2n+1 2(n+1)—1 i
a ponadto
ar=1 oraz nlggl(} Ap = 2

Zatem sumy czeSciowe szeregu danego w tredci zadania mozna zapisa¢ nastepujacym

WZzorem:
N

Sy = Z (an_an—f—l) =

n=1

=(ay—az)+(ag—az)+(ag—aqg)+...+(an_1—an)+(ay —any1) =a; —an1 -

Wobec tego
ol )= lim > ( )= lim ( ) R
Ap — ap = lim Ay — Qy, = lim (a1 —a =qa1— lim a =]1——=_.
—~ +1 N—oo & +1 Neao 1 N+1 1 A N+1 9 9

Odpowiedz: Szereg dany w treéci zadania ma sume 1/2.

3
291. Niech a,, = nts dla n e N.
n+1

00
., 20n 2%n+1 ) D , .
Udowodni¢, ze szereg Z (2 —2 ) jest zbiezny i wyznaczy¢ jego sume.
n=1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Odnotujmy najpierw, ze a; =2 oraz lim a, =1.
n—oo
Zauwazmy, ze sumy czesciowe szeregu danego w tezie zadania daja si¢ zapisa¢ naste-
pujacym wzorem:
N

Sy = 92 _ 92'ntl) _ 9291 _ 92N+l _ 221 _ 92N _ 16— 92N +1
=X )

Wobec tego
© N
Z (22a7z _22an+1> _ ]\}im Z (22an _22an+1) _ ]\}im (16—22 N+1) _ 16—221 C16_4—=12
n=1 Tn=1 —00

Odpowiedz: Szereg dany w tredci zadania ma sume 12.

292. W kazdym z zadan 292.1-292.12 podaj sume szeregu w postaci liczby catko-
witej.

W zadaniach 292.0 i 292.00 podane sa poprawne odpowiedzi — mozesz sobie rozwig-
za¢ te zadania, aby sprawdzi¢, czy nie popelniasz jakiegos btedu rachunkowego.

8 —44v/3n—2—-1

Niech a,, = Jor=15 Wowezas:
292.0. i (G —nyr) =1 292.00. i (ap — pys) =0
n=1 n=1

292.1. :1 (a2—ap )= ....... 292.2. Zjl (a2—apn)= ... ...

292.3. Zjl (a3 —ad, )= ......... 292.4. Zjl (ad—ad,y)=.........

292.5. fj (20 — 2041y = ..., 292.6. fj (20 —2n+2) = ...,
n=1 n=1

292.7. i (39 -3y = ..., 292.8. i (30 —3m+2) = ...,
n=1 n=1

292.9. fj (49 —qont1y = 292.10. i (49 — g2y = .
n=1 n=1

292.11. (\/24%—23—,/24@%1—23) TR TR
n=1

=1

292.12. 3 (\/24%—23—\/24%”—23) o

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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292.1. §1<ai—ai+l):5 292.2. i(ai—ai+2):2

292.3. gl(ai—ai+l):19 292.4. g(ai—ai+2):12

292.5. ?1(2%—2%1):4 292.6. i(w—2an+2):2
00 o0

292.7. n; (3 —3%m+1) =18 292.8. 1;(3%-3%&):12

292.9. 2(4“”—4“”“):48 292.10. gl(4an—4“n+2):36

2

20211, 3 (V2ha, =23~ /20,1 —23)
n=1

292.12. 3 (\/24%—23—\/24%”—23) — 2

=1
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