Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 22 (piatek 17 kwietnia 2020)
Szeregi liczbowe — kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego.

Za punkt wyjscia dzisiejszego wyktadu wezmy nastepujace szeregi:
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Przypomne, ze w przypadku szeregéw na ogdt nie mamy ambicji!, aby wyliczy¢ sume
szeregu i w pelni zadowalamy sie rozstrzygnieciem, czy szereg jest zbiezny. Jak dotad
jedynym pozwaznym kryterium zbieznosci, jakiem dysponujemy, jest kryterium poréw-
nawcze. Jest to bardzo subtelne kryterium wymagajace subtelnych, cho¢ na ogét nietrud-
nych oszacowan. Jest to nieocenione kryterium w przypadku szeregéw, ktoére sa "na gra-

nicy” zbieZnos’ci bo potrafi odréznié¢ szereg, ktéry zachowuje sie jak rozbieZny szereg
1

harmoniczny Z —, od szeregu, ktéry zachowuje sie np. jak zbiezny szereg Z 1000001 -

n=1

Szeregi, ktore wypisatlem powyzej, nie maja w sobie nic z tego typu subtelnosci. Nie-
ktore sg zbiezne, a ich wyrazy bardzo szybko daza do zera. Pozostale sg rozbiezne i to
rozbiezne w sposob naprawde spektakularny: ich wyrazy daza do nieskonczonosci. W za-
sadzie ktos mogtby powiedzie¢: jesli wyrazy szeregu daza do nieskonczonosci, to jest
on rozbiezny i po co nam inne kryteria. Caty problem polega na tym, Ze nie jesteSmy
w stanie tego dazenia do nieskonczonosci tatwo zobaczy¢. Powyzsze szeregi maja wyrazy,
ktore sa ilorazami bardzo bardzo szybko rosnacych wyrazen. Wyrazenie z licznika jest
na ogdt zupetnie innego typu niz wyrazenie z mianownika. Trudno je sprawnie poréwnac,
ale mozna zaltozy¢, ze jedli to sa wyrazenia innego rodzaju, to jedno z nich rosnie o wiele
szybciej od drugiego. Tylko ktore?

o0

WyobraZ sobie na chwile, ze w powyzszych siedmiu przykladach zamieniam > na

n=1
nll_{glo , czyli zamiast badania zbieznosci szeregu oczekuje wyliczenia granicy (lub granicy
niewlasciwej) ciagu wyrazow. I wyobraz sobie, ze daje jeszcze dodatkowa wskazdwke:
kazda z tych granic jest réwna 0 albo +o00. Czy jest Ci cokolwiek tatwiej? Raczej nie.

IBrak ambicji wynika po prostu z braku mozliwoéci.
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Rozstrzygniecie zbieznosci tych szeregéw, czy tez wyliczenie granic ciagéw ich wyra-
zow, wymagaltoby kazdorazowo do$¢ uciazliwych szacowan, jesli chcielibySmy rozwiazaé
te zagadnienia ” gotymi rekami”. Jest jednak wspaniata maszynka, ktora faktycznie taczy
w sobie kryterium poréwnawcze z wiedza o zbiezno$ci/rozbieznosci szeregéw geometrycz-
nych.

o0

Wyobrazmy sobie najpierw, ze szereg »_ a,, jest szeregiem geometrycznym o dodatnim
n=1

ilorazie r6znym od 1. To, czy szereg ten jest zbiezny, czy rozbiezny zalezy od poréwnania

a
jego ilorazu z jedynka. Jesli rozwazymy ciag ilorazéw kolejnych wyrazéw ( ZH) .
n ne

to jest to ciag staly, a jego wyrazy sg réwne ilorazowi rozwazanego szeregu geometrycz-
nego.
[e.e]
Niech teraz szereg Y a, bedzie troche zaburzonym? szeregiem geometrycznym. Wow-
n=1
Ap1

czas ciag ilorazow kolejnych wyrazow (
Qn

) jest zaburzonym ciagiem statym. Jesli
neN

an . . . . .
tenze ciag < H) jest zbiezny, powiedzmy do granicy g # 1, to dla duzych n mamy
n ne
Qn . . o, > . .
RPN g, a wiec mozemy oczekiwac, ze szereg Y a, zachowuje sie podobnie® do szeregu
Qn n=1

geometrycznego o ilorazie g.

Bez wdawania sie w szczegdty techniczne dowodu, sformutujmy uprawdopodobnione
powyzszym rozumowaniem kryterium d’Alemberta:

Jezeli (ay,) jest ciagiem o wyrazach dodatnich? oraz istnieje granica®

. Ap+1
lim
n—oo an

=g<1,

o
to szereg Y a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢é niewlasciwa +0o0)

Ap+1

A ==
oo
to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1

2Mniejsza o to, co to dokladnie znaczy.

3Nieco precyzyjniej mozna powiedzieé, ze przy dodatnim ¢ i dla odpowiednio duzych n mamy osza-
oo

Ap+1

cowania g —e < < g-+¢€, wobec czego szereg Zan szacuje sie od dotu przez szereg geometryczny

n
o ilorazie g —¢, a od goéry przez szereg geometryczgylo ilorazie g+¢. Wystarczy teraz wzia¢ tak male ¢,
aby g—e<g+e<1albo g+e>g—e>1. Wéwczas wszystkie trzy szeregi geometryczne (o ilorazach g—e,
g, g+¢) sa jednoczesnie zbiezne albo jednoczesnie rozbiezne.

4Kilka stron dalej jest sformulowanie bardziej ogélne, gdzie nie zakladamy dodatnioéci wyrazéw,
ale za to na ilorazy wyrazéw nakladamy modul. Poniewaz dzi§ rozwazamy tylko szeregi o wyrazach
nieujemnych, na razie si¢ tym nie przejmujmy.

W tym wypadku g moze by¢ réwne 0, co faktycznie oznacza, ze wyrazy szeregu daza do zera szybciej
niz wyrazy jakiegokolwiek szeregu geometrycznego.
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Procedura stosowania kryterium d’Alemberta wyglada wiec nastepujaco. Mamy szereg
o0
> a,, ktorego zbieznosé checemy zbadaé. Poki co, zalézmy dla ustalenia uwagi, ze ma
n=1
on wyrazy dodatnie. Poki co zatdézmy tez, ze na razie nie wchodzimy w niuanse, kiedy

warto sprobowaé zastosowaé kryterium d’Alemberta — to wyczucie przychodzi z czasem®.

Qp+1

Obliczamy granice nh_)rglo = g. Zatézmy, ze si¢ udalo, co wymaga po pierwsze,

zeby ta granica istniata, a po ndrugie, abysmy byli w stanie przeprowadzi¢ odpowiednie
rachunki.

Jezeli g < 1, to szereg jest zbiezny.

Jezeli g > 1, to szereg jest rozbiezny.

Jezeli natomiast g =1, to kryterium nie daje rozstrzygniecia, wiec przeprowadzone
przez nas rachunki niczego nie dowiodty.

Zajmijmy sie wiec po kolei przytoczonymi na poczatku dzisiejszego wyktadu przykta-
dami.
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skad wynika, ze szereg (1) jest zbiezny.
> n! (2)
— 2
n:lzn
n!
Oznaczmy a,, = on Wowczas
. , n.on 1
lim ntl _ lim M: lim i:—i-oo > 1,
n—oo . n—oo 9n+l.pl n—oo 9

skad wynika, ze szereg (2) jest rozbiezny.

o oraz - (3i4)
Na pierwszy rzut oka nie widaé istotnej réznicy miedzy tymi szeregami. Ale mozna
zgadna¢ odpowiedz uzywajac troche psychologii. Skoro zostaly podane dwa podobne
przyktady, to pewnie si¢ inaczej zachowuja, wigc jeden jest zbiezny, a drugi rozbiezny.
Ale ktory jest jaki? Zbiezny powinien by¢ szereg o mniejszych wyrazach, czyli wiekszych
mianownikach, czyli szereg (4).

gl(:) $ )

n=1

6Pod warunkiem, ze czas spedza sie na rozwiazywaniu zadaf. Sam uplyw czasu niewiele tu pomoze.
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A teraz na powaznie. Najpierw zastosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (3),

(W)

a potem do (4). Oznaczmy a,, = o Woéwcezas
3n+3
n 6" n+1)-(3n+2)-(3n+3 9
lim 2oL le:lim<n+1>3 = lim Bnt1)-(Bnt2)-(3n+3) =->1,
=00 q, ”*00671“-(:) n—= 6. (n+1)-(2n+1)-(2n+2) 8
skad wynika, ze szereg (3) jest rozbiezny.
(v
Teraz oznaczmy a,, = 7—’; Woéwezas
3n+3
n ST 3n+1)-(3n+2)-(3n+3 27
lim 2L = Jim ("“)3 _ iy B Bn42)-Bntd) 27,
n—oo g, Moo 7n+1-<:> n—=7.(n+1)-(2n+1)-(2n+2) 28
skad wynika, ze szereg (4) jest zbiezny.
> " oraz iy
n=1 n" n=1 n"
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skad wynika, ze szereg (5) jest zbiezny.

3"-nl
Analogicznie oznaczmy a,, = " Woéwezas
. ppr . 3TN (n4+Dln™ 0 3-(n+1)-n"
lim = lim = lim ——%—
n—oo q. n—oo (7’L+ 1)n+1.3n.n! n—00 (n+ ]_)n-‘rl
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skad wynika, ze szereg (6) jest rozbiezny.

OOnTL

22?-

n=1

(5 i 6)

(7)

Niestety, tym razem proba zastosowania kryterium d’Alemberta prowadzi do kosz-
marnych rachunkéw. Jednak istnieje podobne w duchu kryterium, ktére akurat w tym

wypadku bardzo nam si¢ przyda. Jest to kryterium Cauchy’ego:
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Jezeli (ay,,) jest ciagiem o wyrazach nieujemnych” oraz istnieje granica
lim {a,=g<1,

oo
to szereg Y a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewtasciwa +o00)

i an=g>1,

(e.)
to szereg > a, jest rozbiezny.
n=1

Zastosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (7).

n ,
Oznaczmy a,, = w7 Woéwcezas

im m 1 im 277
lim ¥a,= lim (/| — = lim — =b,, —777.

n—oo n— 00 on n—oo Pn

Jesli nie umiemy teraz sprawnie przejs¢ do granicy, to mozemy zastosowaé kryterium
d’Alemberta (ew. Cauchy’ego) w wersji dla ciagow. Ot6z jesli kryterium orzeka o zbiez-
nosci szeregu, to jako efekt uboczny dostajemy zbiezno$é¢ ciggu wyrazéw tego szeregu
do zera. Mozemy w ogoble nie by¢ zainteresowani szeregiem, a jedynie ciagiem jego wyra-
zow — wowczas tak samo stosujemy kryterium d’Alemberta, tylko wyciagamy konkluzje
o zbieznosci ciggu wyrazow do zera. Trzeba tez wiedzie¢, ze jesli kryterium d’Alemberta
(ew. Cauchy’ego) orzeka o rozbieznosci szeregu, to jest to rozbiezno$¢ spektakularna —
wyrazy daza do nieskonczono$ci.

Wracajac do badania zbieznosci szeregu (7), mozemy zastosowaé kryterium d’Alem-
berta do ciagu (b,):

by, (nF1)-20 1
A o= o, T < b

skad wynika, ze ciag (b,) jest zbiezny do 0. A poniewaz 0 < 1, to pozwala dokonczy¢
stosowanie kryterium Cauchy’ego do szeregu (7):
lim ¥a, = lim ”n—Qz lim ﬁ:bn—>0 <1

i wywnioskowac, ze szereg ten jest zbiezny.

Na razie tyle przyktadéw. Reszte bieglosci nabedziesz rozwiazujac zadania. Zapamie-
taj jednak, ze o wyborze miedzy kryteriami d’Alemberta i Cauchy’ego decyduja na ogdot
wzgledy rachunkowe. Pierwiastek wystepujacy w kryterium Caucy’ego na ogdt utrud-
nia lub uniemozliwia rachunki, ale czasami bardzo je upraszcza. I jeszcze jedno: Jesli
uda si¢ zastosowaé oba te kryteria, to dadza one doktadnie te sama granice g. Jesli
wiec kryterium d’Alemberta doprowadzito do g =1, to kryterium Cauchy’ego tez nie da
rozstrzygniecia.

"W dalszej czesci wyktadu jest sformutowanie bardziej ogélne, gdzie dopuszczamy wyrazy ujemne,
ale naktadamy na nie modut.
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Kryteria zbieznosci szeregéw (cz. III).
5. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica
lim nt1

n—oo

=g<l1,
Qn,

oo
to szereg > a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)
Qp+1
an

lim

n—oo

=g>1,

oo
to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1

6. KRYTERIUM CAUCHY’EGO.

Jezeli istnieje granica

tim, o =g <1,

oo
to szereg Y a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewtasciwa +o00)

i, loa=g>1.,

oo
to szereg »_ a, jest rozbiezny.
n=1

7. KRYTERIUM D’ALEMBERTA DLA CIAGOW.
Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

=g<1,

to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

=g>1,

to ciag (ay) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oc.

8. KRYTERIUM CAUCHY’EGO DLA CIAGOW.

Jezeli istnieje granica nhigo M:g <1, to ciag (a,) jest zbiezny do zera.

Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +00) Jim. M:g >1, to ciag (an)
jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

299. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

> (3n)!
nz::l 287 (n!)3

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
W rozwigzaniu skorzystamy z kryterium d’Alemberta.
W tym celu przeksztatcimy iloraz kolejnych wyrazéw szeregu, przejdziemy z nim
do granicy przy n — oo, a nastepnie poréwnamy otrzymang granice z liczbg 1:
(3n+3)! 28" (n!)>  (3n+1)-(3n+2)-(3n+3) 27
28n 1 (n+1))° (Bo)l 28-(n+1)? a8
skad wynika, ze dany w tresci zadania szereg jest zbiezny.

<1,

300. Rozstrzygnaé zbieznosé¢ szeregu

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego w zadaniu szeregu:
y
3n+3 ntl pl.187  _ Gnd3)! nt1\" =
<n+1> (n 1)+t ni-18 D) (2nt2)i (%) “(n+1)
18 18 18 8 2,(6) <1
= (Bnt1)-(3n+2)(3n+3) 1\®  (3n+1)-(3n+2)3 0Nt 2., a2, )
(n+1)-2n+1)-(2n+2) (1 + E) (n+D)-(2n+1)2 <1 + n> 5 € 3e €

skad na mocy kryterium d’Alemberta wynika zbieznosé szeregu.
Skorzystaliémy przy tym z nieréwnosci e > 2, (6), ktéra wynika albo z zapamigtanego
rozwiniecia dziesietnego e =2,7..., albo ze wzoru®

o1 31 11 8
D DI I P P
P 2 TR D i R

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg jest zbiezny.

2n) 2
= 7+ ()
301. Rozstrzygnaé, czy szereg » ™

n=1

jest zbiezny.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

oo
8Co prawda jeszcze o wzorze e = Z 2l nie mowilidmy, ale jak kto$ go zna, to moze w razie potrzeby
k=0
zastosowad.
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Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium poréwnawczego a nast@pnie z kryterium d’Alemberta:

7n 2n /0+ 2n

nl?)n7
(2:;:2)'371 B (2n+2).-(n.)2 _(2n+1)-(2n+2)_>4>1
3t (1) 3 ((n+1)N2-(20)! 3 (n+1)? 37

oo (21
a zatem na mocy kryterium d’Alemberta szereg » ( )
n=1

jest rozbiezny, a stad na mocy

(% )2‘

kryterium poréwnawczego rozbiezny jest takze szereg Z n

n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.

(n+1)"

302. Rozstrzygnaé zbieznosé¢ szeregu Z ﬁ
n nTL

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
(n+1)"" . . , . e,
Oznaczmy a,, = o i zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci
o0
szeregu Y a,. Otrzymujemy
n=1

o (0D (1)
n TL: p— :bn .
a 2712 _nn3 on _nn2

Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy
ponownie kryterium Cauchy’ego, tym razem do ciagu (b,). Otrzymujemy

(n+1)"* (n+1) 1 I\" e
\/b, = 1 —>1.
N R 2(+>_>2

Z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,,) wynika wiec, ze

nh_(lgo b, = +o00.
Wobec tego
lim ¥a,, = hm b, =40c0>1,

n—oo
skad na podstawie kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu » _ a,, wnioskujemy,

n=1
ze szereg ten jest rozbiezny.
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