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Szereg anharmoniczny.

o
Wezorajsz wyktad zakonczytem pytaniem: Czy jesli szereg Y |a,| jest rozbiezny,

n=1
[

to rozbiezny musi by¢ takze szereg > a,?

n=1
Zapowiedzialem tez przyktad szeregu, ktory jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie
zbiezny.

Takim szeregiem jest szereg anharmoniczny:
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Szereg wartosci bezwzglednych jego wyrazow to szereg harmoniczny, ktory jest roz-
biezny. A dlaczego szereg anharmoniczny jest zbiezny? Sprobujmy przesledzié ciag jego
sum czesciowych (rys. 11 2).
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rys. 1

Startujemy od zera, czyli jakby zerowej sumy czesciowej Sy. Dodajemy pierwszy wy-
raz réwny 1. Potem odejmujemy 1/2 (mniej niz przed chwila dodaliémy). Nastepnie
dodajemy 1/3 (mniej niz przed chwila odjeliémy). Nastepnie odejmujemy 1/4 (mniej niz
przed chwila dodalidémy). Nastepnie dodajemy 1/5 (mniej niz przed chwilg odjeliSmy).
I tak dalej. Na przemian dodajemy i odejmujemy liczby, przy czym kazda kolejna ma
mniejsza wartos¢ bezwzgledna niz poprzednia.

Wynika stad, ze sumy czedciowe o parzystych indeksach tworza ciag rosnacy, a sumy
czesciowe o indeksach nieparzystych malejacy!:

SQ<S4<SG<Sg<510<...<SQ<S7<S5<S3<51.

LA przy tym kazda suma czesciowa o indeksie parzystym jest mniejsza od kazdej sumy czeéciowej
o indeksie nieparzystym.
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rys. 2

Mamy wigc dwa ciggi monotoniczne i ograniczone: (Sa,), ey 0raz (S2n—1),cn- Ciagi
te sg zbiezne?, powiedzmy odpowiednio do granic ¢; i g». Poniewaz jednak
1

Sn:Sn— a0
2 2 1 m

otrzymujemy

A Szn =l S =l 57
skad g1 =92 —0, czyli g1 =g». Poniewaz ciag sum czesciowych rozbilismy na dwa podciagi
zbiezne do wspolnej granicy, wynika stad, ze jest on zbiezny. A to oznacza, ze zbiezny
jest rozwazany przez nas szereg anharmoniczny.

Jezeli zastanowimy sie, co bylo istotne w tym dowodzie zbiezno$ci szeregu, to doj-
dziemy do wniosku, ze korzystaliémy z trzech zatozen:
e wyrazy szeregu sg na przemian dodatnie i ujemne,
e kazdy kolejny wyraz jest co do wartosci bezwzglednej mniejszy® niz poprzedni,
e wyrazy szeregu daza do zera.

To prowadzi nas do kryterium Leibniza zwanego tez kryterium zbiezno$ci szeregow
naprzemiennych.

Kryteria zbieznosci szeregéw (cz. V).

10. SZEREGI NAPRZEMIENNE.

Jezeli (a,) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 0, to szereg > a,(—1)""" jest zbiezny*.

n=1

Jutro zrobimy sobie troche przyktadéw na zastosowanie tego kryterium.

2Pamietamy, ze kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny, prawda?
3Wystarczy "nie wickszy”.

o0
4Réwnie dobrze mozna podaé tu szereg Zan(—l)”.

n=1
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