Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 25 (Sroda 22 kwietnia 2020)

Szeregi naprzemienne — kryterium Leibniza.

Dzi$ porozwigzujemy sobie zadanka z wykorzystaniem kryterium Leibniza o szere-
gach naprzemiennych. Nalezy pamietac, ze bardzo wazne jest precyzyjne sformutowanie
warunkow tego kryterium, nawet tych, ktorych spetnianie jest oczywiste.

Warunki sg trzy:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — na ogot jest to
oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
To moze by¢ oczywiste, a moze wymagaé pewnego nietrudnego rachunku.

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

To moze by¢ oczywiste, a moze wymagac rachunkéw na tyle nieoczywistych, ze w tym
wtasnie warunku lezy gtéwna trudnosé zadania.

Czasami moze sie zdarzy¢, ze ciag wartosci bezwzglednych wyrazow szeregu jest nie-
rosnacy dopiero od pewnego miejsca. Jesli powolujemy sie na kryterium Leibniza w wer-
sji, w ktérej zatozenie brzmi ”ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy”,
to powinnismy odrzucié¢ iles tam poczatkowych wyrazow szeregu i powotaé sie na to,
ze odrzucenie poczatkowych wyrazéw nie wplywa na zbieznosé, a samo kryterium Leib-
niza zastosowac do szeregu z usunietymi poczatkowymi wyrazami. Pamietaj: Jezeli ciag
modutéw wyrazow szeregu nie jest nierosnacy od samego poczatku, a Twoje rachunki
tego nie wykryja, to znaczy, ze rozwiazanie jest bledne (nie$wiadomy blad rachunkowy
lub $wiadomy blef: przerywamy rachunki w potowie i piszemy, ze wychodzi).
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Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznosé¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:
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3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodni¢, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
n n+1
(n+1)-(n4+2)~ (n+2)-(n+3)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
_n_ il
n+1" n+3
n-(n+3)>(n+1)-(n+1),
n?+3n>n’4+2n+1,

n>=1,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznosé¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:
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3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
(2n—1)-(2n+1) - (2n+1)-(2n+3)
(3n—1)-(3n+2)-(3n+5) " (3n+2)-(3n+5)-(3n+8)’
co kolejno jest rownowazne nieréwnos$ciom
2n—1 _ 2n+3
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6n*+13n—8>6n*+7n—3,
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skad wynika, ze dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznosé¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:
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3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
(Tn—6)-(Tn+1) < (Tn+1)-(Tn+38)
(5n—4)-(5n+1)-(5n+6) = (5n+1)-(5n+6)-(5n+11)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom
™m—6 < m+8
5n—47 5n+11’
(Tn—6)-(5bn+11) > (Tn+8)-(bn—4),
35n” +77n— 30n — 66 > 35n° — 28n+40n— 32,
35n% +47n—66 > 35n? 4+ 12n— 32,

35n >34,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w treéci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbiezno$¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium

Leibniza o szeregach naprzemiennych, ktore wymaga spelnienia nastepujacych trzech
warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.
Spelnienie tego warunku jest oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

1
n - 0

n+2 142 140

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
W celu udowodnienia tego warunku udowodnimy nieréwnosé
n n—+1
n2+2" (n+1)2+2’
ktora jest rownowazna kolejnym nierownosciom:
n- <n2+2n+3) >(n+1)- (n2+2) :
P40’ +3n>n 4+ n’+2n+2,
+

TL2

n=2,
co jest spetnione dla kazdego n > 1.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
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Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbiezno$¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

lim n-(n+1)-(n+2) _

n=o (3n+1)-(3n+4)-(3n+7)-(3n+10)
L 1-(1—1—1) (1—}— > = 114140
TG () (D) () 3983

=0.

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinniSmy wykazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

n-(n+1)-(n+2) - (n+1)-(n+2)-(n+3)
(3n4+1)-(3n4+4)-(3n4+7)-(3n4+10) ~ (3n4+4)-(3n+7)-(3n+10)- (3n+13)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
n S n+3 7
3n+1" 3n+13
n-(3n+13) > (n+3)-(3n+1),

3n%+13n > 3n? +10n+3,
n=3,

n>1

Y

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

346. Udowodni¢ zbieznosé szeregu
= n+ 100 '

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Sprobujemy udowodnié¢ zbiezno$¢ danego szeregu korzystajac z kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowa¢ prawdziwosé trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

1

o0

I = lim V15 = =0.
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3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢

N4 < vn+1
n+100 " n+101’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom

V- (n+101) > vn+1- (n+100)
n-(n+101)2> (n+1)-(n+100)?,
n-(n®+202n+10201) > (n+1)- (n”+200n+10000) ,

(*)

n®+202n” +10201n > n® 4 201n” +10200n + 10000
n*+n>10000,
n-(n+1)>100-100,
skad wynika, ze nieréwnosé¢ (x) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 100.

S —1)".
Zatem szereg Y =0vn
n=t00 1 +100

przemiennych, wobec czego jest zbiezny.
Poniewaz zbiezno$é¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu

& (1)
Ow, takz —
wyrazow, takze szereg ngl 1100

spetnia warunki kryterium Leibniza o szeregach na-

jest zbiezny.
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Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznosé¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych, ktore wymaga spelnienia nastepujacych trzech
warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Warunki te staja sie oczywiste po zapisaniu wartosci bezwzglednych wyrazéw szeregu
W innej postaci:

1
Vitl-yin= \/n+1+\/ﬁ'

W konsekwencji szereg dany w tredci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

O czym bedzie jutro?

Weczoraj opowiedzialem Wam o szeregu anharmonicznym

= n 23 4'5 67 8 9 10 11 12 77

ktory jest zbiezny. Mozemy przeorganizowaé jego wyrazy tak, aby bra¢ po dwa wyrazy
dodatnie na przemian z jednym wyrazem ujemnym, nie zmieniajac przy tym wzajemnej
kolejnosci wyrazéw tego samego znaku:
] 11 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1
MR R R R TR T AR T T RTI

W jednej i drugiej wersji tego szeregu wstawmy nawiasy':

1-g+z+(-3+5)+ (-5+7) + (-5 +5) () + (- )+
2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13
————

_|_

=5/6 <0 <0 <0 <0 <0
1+1 1+(1+1 1>+<1+1 1>+(1+1 1>+<1+1 1>+
3 2 5 7 4 9 11 6 13 15 8 17 19 10
——
I TR R R S TR >0 >0

Popatrz uwaznie na powyzsze wzorki i odpowiedz na pytanie:

Czy suma szeregu anharmonicznego jest mniejsza czy wieksza od 5/67

1To nie jest nic podejrzanego, po prostu chce zwrocié uwage na sumy pewnych grupek kolejnych wy-
razéw. Ogdélnie: W szeregu mozna bezkarnie wstawia¢ nawiasy, jesli ciag wyrazéw szeregu dazy do zera,
a w nawiasach jest ograniczona liczba wyrazéw — w tym wypadku w nawiasach sa nie wiecej niz 3 wyra-
zy. Wstawienie nawiasow w szeregu oznacza pominigcie pewnych sum czeéciowych. Jedli dalekie wyrazy
sa male, to pominiete sumy czesciowe malo réznia sie od sum, ktére pozostawiamy, wiec nie wplywa
to na zbieznosé ciagu sum cze$ciowych, czyli na zbieznosé szeregu.
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