Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 26 (czwartek 23 kwietnia 2020)

Wezorajszy wyklad zakoriczylem podaniem szeregu anharmonicznego i jego permutacji':
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i postawitem nastepujace pytanie:

Czy suma szeregu anharmonicznego jest mniejsza czy wieksza od 5/67

Patrzac na pierwszy szereg, czyli oryginalny szereg anharmoniczny, widzimy pierwsze
trzy wyrazy o sumie 5/6, a nastepujace dalej wyrazy mozna potaczyé¢ w pary o ujemnej
sumie. Ptynie stad wniosek, ze suma szeregu anharmonicznego jest mniejsza od 5/6.

Z kolei patrzac na drugi szereg, czyli spermutowany szereg anharmoniczny, widzimy
pierwsze trzy wyrazy o sumie 5/6, a nastepujace dalej wyrazy mozna potaczy¢ w tréjki
o dodatniej sumie. Plynie stad wniosek, ze suma tego szeregu jest wieksza od 5/6.

Pozornie wyglada to na sprzecznos¢, bo dodajemy te same wyrazy, a otrzymujemy
rozne sumy. Ale przeciez przemiennosé dodawania dotyczy skonczenie wielu sktadnikéw,
a w szeregu sktadnikow jest nieskonczenie wiele. By¢ moze nie mozna beztrosko zmieniaé
kolejnosci wyrazow szeregu. Te kwestie wyjasnie dogtebnie jutro, a na razie zajmijmy sie
szeregiem harmonicznym i podana wyzej jego permutacja.
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348. Zaktadajac, ze Y

n=1
nego, w ktérej na przemian wystepuja dwa wyrazy dodatnie i jeden ujemny:
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Wskazéwka: Obliczy¢ sume czesciowa 3n poczatkowych wyrazéw i wyltaczy¢ z niej
sume czesciowq szeregu anharmonicznego.

=5 obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmonicz-

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

IPermutacja danego szeregu nazywamy kazdy szereg, ktéry ma te same wyrazy, ale by¢ moze wyste-
pujace w innej kolejnosci.
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Rozwigzanie:

Sposob I:

Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwa-
zajac tylko co trzecig sume czedciows. Otrzymujmy?
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Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2x) otrzymujemy?
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Suma danego szeregu jest réwna S+ 5

A teraz inny sposéb rozwigzania — dos¢ trudno na niego wpasé, ale przy-
najmniej przesledz, ze to tez dziala. I nie wymaga zadnych calek i sum Rie-
manna.

2Jedli brak Ci bieglogci w operowaniu sumami zapisanymi przy pomocy ., zapisz kazda sume wy-
stepujaca w przedstawionych rachunkach ”z kropeczkami”, aby wyobrazi¢ sobie, jakie sktadniki w niej
wystepuja.

2
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3Korzystamy tu ze wzoru: lim — Z f (Z/) :/ f(x)dx. Wzér ten przedstawia caltke po prze-
n—oon n
1=n+1 1
dziale [1, 2] jako granice ciagu sum catkowych Riemanna odpowiadajacych podzialowi przedziatu [1, 2]
na n przedzialikéw réwnej diugoéci i wzieciu wartosci funkcji f w srodku kazdego z przedzialikéw po-

dziatu. Jeéli ten wzér wyglada dla Ciebie zbyt abstrakcyjnie, wez n =25, wypisz pie¢ skladnikéw sumy

Riemanna Z f < 1/2 ) i zinterpretuj je na rysunku jako pola prostokatéw wystawionych na prze-

dzialikach podz1alu do wysokosci wartosci funkcji w $rodku kazdego przedzialika.
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Sposob I1:

Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwa-
zajac tylko co trzecia sume czgéciowag Otrzymujmy4
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Odpowiedz:
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Suma danego szeregu jest réwna —~

Rozwiazuj @c zadanie dwoma sposobami otrzymalismy dwie odpowiedzi r6éznej postaci:
In2

S+ — oraz ——. Poniewaz obie te liczby musza by¢ rowne, otrzymujemy stad S =In2.

Zapamietaj:
Suma szeregu anharmonicznego jest réwna In2.

Na razie wyglada to na wynik wyciggniety z kapelusza, ale niedtugo poznamy powody,
dla ktorych suma szeregu anharmonicznego jest wtadnie taka.

o (1] n+1
349. Wiedzac, ze > L =In2, obliczy¢ sume¢ permutacji szeregu anharmonicz-
n=1 n
nego, w ktoérej na przemian wystepuja trzy wyrazy dodatnie i jeden ujemny:
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Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwa-
zajac tylko co czwarta sum@ ngéciowag Otrzymujmy
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Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2z) otrzymujemy
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350. Wiedzac, ze >
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nego, w ktoérej na przemian wystepuje 100 wyrazéw dodatnich i jeden ujemny:
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=1In2 obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmonicz-

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwa-

zajac tylko co 101-sza sume czeSciowa. Otrzymujmy
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Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2z) otrzymujemy
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Odpowiedz: Suma danego szeregu jest rowna In20 ~ 2,9957.

A jutro wyczerpujaca odpowiedz na pytanie:
Jak to jest z permutowaniem szeregéw?
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