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Dzień 27 (piątek 24 kwietnia 2020)

Jak to jest z permutowaniem szeregów?

Wczoraj wyliczyliśmy sumę szeregu anharmonicznego oraz trzech jego permutacji:
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Każda z tych czterech permutacji prowadzi do innej sumy. Czyli jest źle. Jak źle?
Ano tak źle, że gorzej już być nie może. Okazuje się bowiem, że można z góry zadać
liczbę rzeczywistą, a znajdzie się permutacja szeregu anharmonicznego o sumie równej tej
właśnie zadanej liczbie. Chcecie tak spermutować szereg anharmoniczny, aby otrzymać
szereg zbieżny o sumie

√
2 ? Proszę uprzejmie.

Pokażę, jak stworzyć taką permutację. Przede wszystkim umówmy się, że nie będziemy
zmieniać wzajemnej kolejności wyrazów dodatnich, jak również zachowamy kolejność
wyrazów ujemnych. Czyli tak: wyrazy dodatnie dajemy na jedną kupkę:
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a wyrazy ujemne na drugą:
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Konstrukcja permutacji szeregu będzie polegała na odpowiednim dobieraniu wyrazów
raz z jednej, raz z drugiej kupki. Przy tym odnotujmy, że każda z dwóch kupek zawiera
nieskończenie wiele wyrazów o nieskończonej sumie1. Zauważmy też, że uszczuplenie
którejkolwiek kupki o skończenie wiele wyrazów nie narusza tej własności: nadal będzie
tam nieskończenie wiele wyrazów o nieskończonej sumie.

1A precyzyjniej: w przypadku drugiej kupki suma jest równa minus nieskończoności. Ale darujmy
sobie ten minus, aby nie komplikować sformułowań – chyba rozumiemy, że jak kupka zawiera same
wyrazy ujemne, to mówienie o ich nieskończonej sumie jest w gruncie rzeczy uproszonym wyrażaniem
tego, że ich suma jest minus nieskończonością.
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Naszym celem jest skonstruowanie szeregu o sumie
√
2≈ 1,41421. Startujemy od ze-

rowej sumy częściowej S0=0, która jest mniejsza od
√
2. Wobec tego wybieramy tyle2

wyrazów dodatnich, aby odpowiednia suma częściowa przekroczyła
√
2. Tak się składa,

że taki efekt uzyskamy po uzwględnieniu trzech wyrazów dodatnich:
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Teraz dobieramy tyle wyrazów ujemnych, aby zejść z sumą częsciową poniżej
√
2. Okazuje

się, że wystarczy wziąć jeden wyraz:
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Następnie dobieramy wyrazy dodatnie, aby suma częściowa weszła powyżej
√
2:
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I wyrazami ujemnymi zjeżdżamy z sumą częściową poniżej
√
2:
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I tak dalej i tak dalej. Jak to wygląda w praktyce możesz prześledzić na następnej stronie,
gdzie wypisane są kolejne bloki wyrazów dodatnich/ujemnych oraz skumulowane sumy
częściowe.

Ponieważ zarówno wyrazy dodatnie, jak i wyrazy ujemne mają nieskończone sumy,
zawsze będziemy mieli dość ”paliwa”, aby jeździć z sumą częściową w górę i w dół tak
daleko, jak tylko chcemy. A ponieważ wyrazy szeregu dążą do zera, dalekie sumy częścio-
we będą bardzo bliskie

√
2, bo nigdy nie odjeżdżamy od

√
2 dalej niż jest to wymuszone

skwantowaniem naszych ruchów3.
Oczywiście nigdzie nie korzystałem ze szczególnych własności

√
2, równie dobrze mo-

głem wziąć jakąkolwiek inną liczbę rzeczywistą.

Morał z tego jest taki, jak wcześniej zapowiedziałem: Permutując wyrazy szeregu an-
harmonicznego możemy uzyskać szereg zbieżny o dowolnie zadanej sumie. Czy naprawdę
jest aż tak źle? Ależ skąd, jest jeszcze gorzej. Ponieważ mamy dość paliwa, aby z su-
mami częsciowymi jeździć w te i we wte, możemy zrealizować także inne scenariusze
manipulowania sumami częściowymi poprzez odpowiednie dozowanie wyrazów dodat-
nich/ujemnych:

• Jedziemy w górę powyżej 1, robimy kroczek w dół, jedziemy w górę powyżej 2, kro-
czek w dół, w górę powyżej 3 i tak dalej. Dostajemy szereg rozbieżny do nieskończoności.

• Jedziemy w górę powyżej π, w dół poniżej e, w górę powyżej π, w dół poniżej e,
w górę powyżej π, w dół poniżej e i tak dalej. Dostajemy szereg rozbieżny, którego sumy
częściowe oscylują między e i π.

• Trzeci scenariusz na stronie 221.
2Tu i wszędzie dalej wybieramy możliwie najmniej wyrazów – wybieranie wyrazów dodatnich prze-

rywamy po pierwszym wyrazie, który spowoduje przekroczenie
√
2.

3Nasze ruchy są skwantowane, bo dodajemy od razu całe wyrazy szeregu.
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• Jedziemy w górę powyżej 1, w dół poniżej −2, w górę powyżej 3, w dół poniżej
−4, w górę powyżej 5, w dół poniżej −6 i tak dalej. Dostajemy szereg rozbieżny, którego
sumy częściowe wariują między −∞ i +∞ – ciąg sum częściowych jest nieograniczony
z dołu i nieograniczony z góry.

Wniosek: Permutując wyrazy szeregu anharmonicznego możemy uzyskać szereg zbie-
żny o dowolnie zadanej sumie albo szereg rozbieżny, przy czym ta rozbieżność może mieć
praktycznie dowolny charakter.

Wniosek 2: Nigdzie nie korzystaliśmy z tego, że szereg jest akurat szeregiem an-
harmonicznym. Istotnie było to, że wyrazy dodatnie mają niekończoną sumę i wyrazy
ujemne mają nieskończoną sumę.

Teraz kilka definicji (starych i nowych):

Szereg zbieżny bezwzględnie: Szereg
∞∑
n=1
an jest bezwzględnie zbieżny, jeśli szereg

∞∑
n=1
|an| jest zbieżny.

Szereg zbieżny względnie4: Szereg
∞∑
n=1
an jest względnie zbieżny, jeśli jest on zbież-

ny, ale szereg
∞∑
n=1
|an| jest rozbieżny.

Szereg zbieżny bezwarunkowo: Szereg
∞∑
n=1
an jest bezwarunkowo zbieżny, jeśli jest

zbieżny i każda jego permutacja jest szeregiem zbieżnym mającym tę samą sumę co on.

Szereg zbieżny warunkowo: Szereg
∞∑
n=1
an jest warunkowo zbieżny, jeśli jest zbieżny,

ale nie każda jego permutacja jest szeregiem zbieżnym mającym tę samą sumę co on.

Okazuje się, że w zakresie szeregów liczbowych zbieżność bezwzględna jest równoważ-
na zbieżności bezwarunkowej, a więc w konsekwencji zbieżność względna jest równoważna
zbieżności warunkowej.
Innymi słowy: Jeśli szereg jest zbieżny bezwzględnie, to możemy beztrosko

zmieniać kolejność jego wyrazów, a on pozostanie zbieżny i jego suma się nie
zmieni.
Jeśli natomiast szereg jest zbieżny, ale nie bezwzględnie, to permutując

jego wyrazy możemy uzyskać szereg zbieżny o dowolnej sumie albo szereg
rozbieżny5.
4Używam tu określenia ”względnej zbieżności”, bo pozwala ono na zgrabne sformułowanie tej defini-

cji, ale nie jest to nazwa szeroko stosowana. Mniej wątpliwości budzi trochę toporne, ale lepiej zrozumiałe
określenie ”szereg zbieżny, ale nie bezwzględnie”.
5Jest to twierdzenie Riemanna o szeregach warunkowo zbieżnych.
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I w zasadzie na tym można byłoby zakończyć, ale pojawia się naturalne pytanie: skoro
zbieżność bezwzględna to jest to samo, co zbieżność bezwarunkowa, a zbieżność względ-
na jest tym samym, co zbieżność warunkowa, to w imię jakiej szczytnej idei funkcjonuje
tu podwójne nazewnictwo? I tak w praktyce wybieramy formy zgrabniejsze: szereg zbież-
ny bezwzględnie oraz szereg zbieżny warunkowo.

Pamiętacie z pierwszego semestru warunek Cauchy’ego zbieżności ciągu? Warunek
ten jest równoważny zbieżności ciągu, ale...
No właśnie, jest tu jakieś ”ale”. Gdyby rozważać zbieżność ciągów i warunek Cau-

chy’ego w bardziej abstrakcyjnych przestrzeniach6, to okazałoby się, że każdy ciąg zbieżny
jest ciągiem Cauchy’ego7, ale w drugą stronę to już różnie bywa. Jako przykład poda-
łem Wam świat liczb wymiernych, gdzie warunek Cauchy’ego nie wymusza zbieżności,
bo np. ciąg liczb wymiernych zbieżny do

√
2 spełnia w tym świecie warunek Cauchy’ego,

ale nie jest zbieżny, bo nie ma w świecie liczb wymiernych liczby, która byłaby jego
granicą. Z tym wiąże się własność przestrzeni metrycznych zwana zupełnością8.

Podobnie rzecz się ma z wymienionymi wyżej rodzajami zbieżności. Można powie-
dzieć tak: W każdej sytuacji szereg zbieżny bezwzględnie jest bezwarunkowo zbieżny.
Ale w drugą stronę to już różnie bywa, jeśli wejdziemy w bardziej abstrakcyjne teorie
matematyczne.
Wyobraźcie sobie nieskończenie wymiarową przestrzeń euklidesową9. Myślcie o ta-

kiej przestrzeni euklidesowej, gdzie jest nieskończenie wiele osi, a każdy wektor ma nie-
skończenie wiele współrzędnych. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, że długość wektora
to pierwiastek z sumy kwadratów jego współrzędnych, a ponieważ chcemy, aby długości
wektorów, czy też odległości między punktami były skończone, wymagamy skończoności
sumy kwadratów współrzędnych.
W tejże przestrzeni mamy szereg

∞∑
n=1

en
n
, gdzie en jest wersorem n-tej osi10.

Odpowiednikiem szeregu wartości bezwzględnych wyrazów jest szereg długości wek-

torów będących jego wyrazami. Ponieważ wektor
en
n
ma długość

1
n
, szereg długości11

wektorów-wyrazów szeregu jest szeregiem harmonicznym, a więc rozbieżnym. Tak więc

szereg
∞∑
n=1

en
n
uchodzi za szereg zbieżny, ale nie bezwzględnie. Tymczasem jest on zbieżny

bezwarunkowo, bo jego wyrazy można beztrosko permutować i zawsze dostaniemy szereg

zbieżny o sumie będącej wektorem
(
1,
1
2
,
1
3
,
1
4
,
1
5
,
1
6
, . . .

)
. A to dlatego, że każdy wyraz

tego szeregu żyje na innej współrzędnej i nie wchodzi w drogę innym wyrazom.

6Konkretnie chodzi tu o przestrzenie metryczne.
7Czyli spełniającym warunek Cauchy’ego.
8Z definicji: przestrzeń metryczna jest zupełna wtedy i tylko wtedy, gdy każdy ciąg Cauchy’ego jest

zbieżny.
9Jest to, mówiąc w uproszczeniu, przestrzeń Hilberta.
10Czyli wektorem jednostkowym w kierunku tej osi – ma on n-tą współrzędną równą 1, a pozostałe
współrzędne zerowe.
11Fachowo nasywa się to normą wektora.

Dzień 27 (piątek 24 kwietnia 2020) - 222 - Strony 218-222


