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Dzien 27 (piatek 24 kwietnia 2020)

Jak to jest z permutowaniem szeregéw?

Wezoraj wyliczyliSmy sume szeregu anharmonicznego oraz trzech jego permutacji:
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Kazda z tych czterech permutacji prowadzi do innej sumy. Czyli jest zle. Jak zle?
Ano tak Zle, ze gorzej juz by¢ nie moze. Okazuje sie bowiem, ze mozna z gory zadaé
liczbe rzeczywista, a znajdzie sie permutacja szeregu anharmonicznego o sumie réwnej tej
wtasnie zadanej liczbie. Chcecie tak spermutowac szereg anharmoniczny, aby otrzymac
szereg zbiezny o sumie v/2 ? Prosze uprzejmie.

Pokaze, jak stworzy¢ taka permutacje. Przede wszystkim umoéowmy si¢, ze nie bedziemy
zmienia¢ wzajemnej kolejnosci wyrazow dodatnich, jak rowniez zachowamy kolejnoscé
wyrazow ujemnych. Czyli tak: wyrazy dodatnie dajemy na jedna kupke:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 5T 9 11’7 13> 157 17 197 217 23
a wyrazy ujemne na druga:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

27 4 6 8 100 127 14> 167 18 200 227 24’

Konstrukcja permutacji szeregu bedzie polegata na odpowiednim dobieraniu wyrazow
raz z jednej, raz z drugiej kupki. Przy tym odnotujmy, ze kazda z dwédch kupek zawiera
nieskorniczenie wiele wyrazéw o nieskonczonej sumie!. Zauwazmy tez, ze uszczuplenie
ktorejkolwiek kupki o skonczenie wiele wyrazow nie narusza tej wtasnosci: nadal bedzie
tam nieskonczenie wiele wyrazéw o nieskonczonej sumie.

1

LA precyzyjniej: w przypadku drugiej kupki suma jest réwna minus nieskoficzonoéci. Ale darujmy
sobie ten minus, aby nie komplikowa¢ sformulowan — chyba rozumiemy, ze jak kupka zawiera same
wyrazy ujemne, to méwienie o ich nieskonczonej sumie jest w gruncie rzeczy uproszonym wyrazaniem
tego, ze ich suma jest minus nieskonczonoscia.
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Naszym celem jest skonstruowanie szeregu o sumie /2~ 1,41421. Startujemy od ze-
rowej sumy czesciowej Sy = 0, ktéra jest mniejsza od v/2. Wobec tego wybieramy tyle?
wyrazéw dodatnich, aby odpowiednia suma czesciowa przekroczyta /2. Tak sie sktada,
ze taki efekt uzyskamy po uzwglednieniu trzech wyrazéw dodatnich:

1 1
L+ 5+ 5 ~1,53333 > 1,41421.

Teraz dobieramy tyle wyrazéw ujemnych, aby zej$¢ z suma czesciowa ponizej v/2. Okazuje
sie, ze wystarczy wzig¢ jeden wyraz:

1 1 1
14+-+-—>-~1,03333 < 1,41421 .
37572

Nastepnie dobieramy wyrazy dodatnie, aby suma cze$ciowa weszta powyzej v/2:
1 1 1 1 1

1 1
I+4-+-—=+-+-+—+-—-~1,45513>1,41421.
+3+5 2+7+9+11+13 ’ ’

I wyrazami ujemnymi zjezdzamy z suma czesciowa ponizej v/2:
] 11 1 1 1 1 Iy
+§+5_§+?+§+ﬁ+ﬁ_1’v1’20513< 1,41421.
I tak dalej i tak dalej. Jak to wyglada w praktyce mozesz przesledzi¢ na nastepnej stronie,
gdzie wypisane sa kolejne bloki wyrazéw dodatnich/ujemnych oraz skumulowane sumy

czesciowe.

Poniewaz zaréwno wyrazy dodatnie, jak i wyrazy ujemne maja nieskonczone sumy,
zawsze bedziemy mieli do$é¢ ”paliwa”, aby jezdzi¢ z sumag czedciowa w gore i w dot tak
daleko, jak tylko chcemy. A poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, dalekie sumy czescio-
we beda bardzo bliskie v/2, bo nigdy nie odjezdzamy od v/2 dalej niz jest to wymuszone
skwantowaniem naszych ruchéw?®.

Oczywiscie nigdzie nie korzystalem ze szczegdlnych wlasnosci v/2, réwnie dobrze mo-
gltem wziaé¢ jakakolwiek inng liczbe rzeczywista.

Morat z tego jest taki, jak wczesniej zapowiedziatem: Permutujac wyrazy szeregu an-
harmonicznego mozemy uzyska¢ szereg zbiezny o dowolnie zadanej sumie. Czy naprawde
jest az tak zle? Alez skad, jest jeszcze gorzej. Poniewaz mamy do$¢ paliwa, aby z su-
mami czesciowymi jezdzi¢ w te i we wte, mozemy zrealizowa¢ takze inne scenariusze
manipulowania sumami czeSciowymi poprzez odpowiednie dozowanie wyrazéw dodat-
nich /ujemnych:

e Jedziemy w gore powyzej 1, robimy kroczek w doét, jedziemy w gore powyzej 2, kro-
czek w dot, w gore powyzej 3 i tak dalej. Dostajemy szereg rozbiezny do nieskonczono$ci.

e Jedziemy w gore powyzej w, w dot ponizej e, w gore powyzej m, w dot ponizej e,
w gore powyzej m, w dot ponizej e i tak dalej. Dostajemy szereg rozbiezny, ktérego sumy
czesciowe oscyluja miedzy e i .

e Trzeci scenariusz na stronie 221.

2Tu i wszedzie dalej wybieramy mozliwie najmniej wyrazéw — wybieranie wyrazéw dodatnich prze-
rywamy po pierwszym wyrazie, ktéry spowoduje przekroczenie v/2.
3Nasze ruchy sa skwantowane, bo dodajemy od razu cale wyrazy szeregu.

Dzien 27 (pigtek 24 kwietnia 2020) - 219 - Strony 218-222



Jarostaw Wroblewsk:

[
+
ol
+
ot|=

1 1 1
+iplyp L]

= w"“ N[

B"“u;

1 1 1
+i4+Lt+Lby

| =

"“c:

1 1 1
tE+E+E+

N

0= ©

1 1 1 1 1
tar Tt tatag
1

10

1 1 1 1
tatTasts T
1

12

1 1 1 1
totsa Tt
1

14

1,1, 141
Tar T ter tas
_1
16

141,141
T65 67 Too T 71
_L
18

L 1,1, 1, 1
Tt tatnta
_1

20

11,1, 1
T3t TarTa
_1
22

1 1 1 1
tor Tostos Tor
1

24

1 1 1 1
+99 T 101 T 103 T 105
1

26

1 1 1 1 1
Tttt s
1

%

1 1 1 1
trtie Tt s
1

30

1 1 1 1
tistir Tt
1
32

1 1 1 1
Tzt T et
1
34
11111
+ 141 + 143 + 145 + 147 + 149

_1
36

~ 1,53333
~ 1,03333
~ 1,45513
~ 1,20513
~ 1,43087
~ 1,26421
~ 1,41921
~ 1,29421
~ 1,43801
~ 1,33801
~ 1,42915
~ 1,34582
~ 1,42288
~ 1,35146
~ 1,41821
~ 1,35571
~ 1,41460
~ 1,35905
~ 1,42407
~ 1,37407
~ 1,42061
~ 1,37516
~ 1,41774
~ 1,37607
~ 1,41530
~ 1,37684
~ 1,42192
~ 1,38620
~ 1,41955
~ 1,38621
~ 1,41747
~ 1,38622
~ 1,41564
~ 1,38623
~ 1,42073
~ 1,39295

Dzien 27 (pigtek 24 kwietnia 2020)

Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

ST SRR S S
151 T 153 T 155 T 157
1
38

135 + 161 T 163 T 165
~0
167+ 165 T 171 173
~

1 1 1 1
timt et
1

44

1 1 1 1 1
tiss 15 T 1sr T 1s9 101
1

s

1 1 1 1
193 T 705 T 107 T 109
1

i

1 1 1 1
+301 T 303 T 205 T 207
1

50

ST ST S
200 T 211 T2z T 21s
_1
52

1 41,1 1 4, 1
torrtae T o3 T o
1
" 54

57 + 35 T 251 T 335
56
535 357 T T
58

T35+ 355 T2 T 219
~50

551+ 353 T 255 T35 s
—

1 1 1 1
361 T 263 T 265 T 267
1

6

1 1 1 1

toes torr Tt

1

66

1 1 1 1

torm t o9 T st 283
1

68

1 1 1 1

255 T 357 T 389 T 201
1

70
TS U DR BT B
+ 293 + 295 + 297 + 299 + 301
1

72

- 220 -

~ 1,41893
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e Jedziemy w goére powyzej 1, w doét ponizej —2, w gore powyzej 3, w dot ponizej
—4, w gore powyzej 5, w dot ponizej —6 i tak dalej. Dostajemy szereg rozbiezny, ktérego
sumy czesciowe wariujg miedzy —oo i +00 — cigg sum czesciowych jest nieograniczony
z dotu i nieograniczony z gory.

Whiosek: Permutujac wyrazy szeregu anharmonicznego mozemy uzyskac szereg zbie-
zny o dowolnie zadanej sumie albo szereg rozbiezny, przy czym ta rozbiezno$é¢ moze miec
praktycznie dowolny charakter.

Whiosek 2: Nigdzie nie korzystaliSmy z tego, ze szereg jest akurat szeregiem an-
harmonicznym. Istotnie byto to, ze wyrazy dodatnie maja niekonczong sume i wyrazy
ujemne maja nieskonczong sume.

Teraz kilka definicji (starych i nowych):

Szereg zbiezny bezwzglednie: Szereg Y a, jest bezwzglednie zbiezny, jesli szereg
n=1

> |an| jest zbiezny.
n=1
Szereg zbiezny wzglednie: Szereg > a,, jest wzglednie zbiezny, jesli jest on zbiez-

n=1
S

ny, ale szereg Y |a,| jest rozbiezny.
n=1
o
Szereg zbiezny bezwarunkowo: Szereg > a, jest bezwarunkowo zbiezny, jesli jest

n=1
zbiezny i kazda jego permutacja jest szeregiem zbieznym majgcym te samg sume co on.

(0.9]
Szereg zbiezny warunkowo: Szereg Y | a, jest warunkowo zbiezny, jesli jest zbiezny,
n=1
ale nie kazda jego permutacja jest szeregiem zbieznym majacym te samg sume co on.

Okazuje sie, ze w zakresie szeregéw liczbowych zbiezno$¢ bezwzgledna jest réwnowaz-
na zbieznosci bezwarunkowej, a wiec w konsekwencji zbieznos¢ wzgledna jest rownowazna
zbieznosci warunkowe;j.

Innymi stowy: Jesli szereg jest zbiezny bezwzglednie, to mozemy beztrosko
zmienia¢ kolejnos$¢ jego wyrazow, a on pozostanie zbiezny i jego suma sie nie
zmieni.

Jesli natomiast szereg jest zbiezny, ale nie bezwzglednie, to permutujac
jego wyrazy mozemy uzyskaé szereg zbiezny o dowolnej sumie albo szereg
rozbiezny®.

4Uzywam tu okreslenia ”wzglednej zbieznoéci”, bo pozwala ono na zgrabne sformulowanie tej defini-
cji, ale nie jest to nazwa szeroko stosowana. Mniej watpliwosci budzi troche toporne, ale lepiej zrozumiale
okreslenie ”szereg zbiezny, ale nie bezwzglednie” .

5Jest to twierdzenie Riemanna o szeregach warunkowo zbieznych.
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[ w zasadzie na tym mozna bytoby zakonczy¢, ale pojawia sie naturalne pytanie: skoro
zbieznosé bezwzgledna to jest to samo, co zbieznos¢ bezwarunkowa, a zbieznosé wzgled-
na jest tym samym, co zbiezno$¢ warunkowa, to w imie jakiej szczytnej idei funkcjonuje
tu podwdjne nazewnictwo? I tak w praktyce wybieramy formy zgrabniejsze: szereg zbiez-
ny bezwzglednie oraz szereg zbiezny warunkowo.

Pamietacie z pierwszego semestru warunek Cauchy’ego zbieznosci ciggu? Warunek
ten jest rownowazny zbieznosci ciggu, ale...

No wtasnie, jest tu jakies "ale”. Gdyby rozwazaé zbieznos$¢ ciggéw i warunek Cau-
chy’ego w bardziej abstrakcyjnych przestrzeniach®, to okazatoby sie, ze kazdy ciag zbiezny
jest ciggiem Cauchy’ego’, ale w drugg strone to juz réznie bywa. Jako przyktad poda-
tem Wam $wiat liczb wymiernych, gdzie warunek Cauchy’ego nie wymusza zbieznosci,
bo np. ciag liczb wymiernych zbiezny do v/2 spetnia w tym $wiecie warunek Cauchy’ego,
ale nie jest zbiezny, bo nie ma w $wiecie liczb wymiernych liczby, ktéra bytaby jego
granica. Z tym wigze sie wlasnoéé¢ przestrzeni metrycznych zwana zupetnodcig®.

Podobnie rzecz siec ma z wymienionymi wyzej rodzajami zbieznosci. Mozna powie-
dzie¢ tak: W kazdej sytuacji szereg zbiezny bezwzglednie jest bezwarunkowo zbiezny.
Ale w druga strone to juz réznie bywa, jesli wejdziemy w bardziej abstrakcyjne teorie
matematyczne.

Wyobrazcie sobie nieskofczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa®. Myélcie o ta-
kiej przestrzeni euklidesowej, gdzie jest nieskonczenie wiele osi, a kazdy wektor ma nie-
skonczenie wiele wspotrzednych. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze dtugosé wektora
to pierwiastek z sumy kwadratow jego wspotrzednych, a poniewaz chcemy, aby dtugosci
wektoréw, czy tez odlegto$ci miedzy punktami byty skonczone, wymagamy skoniczonosci

sumy kwadratéw wspotrzednych. -

W tejze przestrzeni mamy szereg Y —, gdzie e, jest wersorem n-tej osi'?.

n=1

Odpowiednikiem szeregu wartosci bezwzglednych wyrazoéw jest szereg dtugosci wek-

, . . . . € s ;-
toréw bedacych jego wyrazami. Poniewaz wektor — ma dtugoéé —, szereg dtugoscil!
wektoréw-wyrazow szeregu jest szeregiem harmonicznym, a wiec rozbieznym. Tak wiec

o0
e
szereg Y — uchodzi za szereg zbiezny, ale nie bezwzglednie. Tymczasem jest on zbiezny
n=1

bezwarunkowo, bo jego wyrazy mozna beztrosko permutowac i zawsze dostaniemy szereg
11111
zbiezny o sumie bedacej wektorem <1, 2315 ) A to dlatego, ze kazdy wyraz

tego szeregu zyje na innej wspotrzednej i nie wchodzi w droge innym wyrazom.

6Konkretnie chodzi tu o przestrzenie metryczne.

"Czyli speliajacym warunek Cauchy’ego.

87 definicji: przestrzen metryczna jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag Cauchy’ego jest
zbiezny.

9Jest to, méwigc w uproszczeniu, przestrzen Hilberta.

10Czyli wektorem jednostkowym w kierunku tej osi — ma on n-ta wspéhrzedng réwna 1, a pozostate
wspdlrzedne zerowe.

HFachowo nasywa sie to norma wektora.
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