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Dzienn 28 (poniedzialek 27 kwietnia 2020)
Szeregi potegowe

Szeregiem potegowym nazywamy kazdy szereg postaci!

o0
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Y apx =ag+ a1z +agr” +azzri ...,
n=0

gdzie wspotezynniki ag, a1, as, as, ... sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Mozna po-
wiedzieé, ze szereg potegowy to taki wielomian? o nieskoriczonej liczbie sktadnikow.

Taki szereg potegowy ma trzy oblicza.

Oblicze pierwsze: czysto formalistyczne. Szereg potegowy mozemy traktowac jako pe-
wien napis, czyli formalne wyrazenie i na takich wyrazeniach mozemy chcie¢ wykonywac
rozne operacje. Tym sie zajmowaé nie bedziemy, bo to raczej domena algebry niz analizy.

Oblicze drugie to traktowanie szeregu potegowego jako szeregu liczbowego z parame-
trem x. Tym wtasnie w poczatkowej fazie studiowania szeregdéw potegowych sie zajmiemy.

I wreszcie oblicze trzecie: traktowanie szeregu potegowego jako szeregu funkcyjnego,
czyli zobaczenie w wyrazach oraz sumie szeregu nie liczb, ale funkcji. To jest oblicze
najbardziej interesujace z punktu widzenia analizy i do tego wtasnie zmierzamy.

Zgodnie z zapowiedzig zacznijmy od potraktowania szeregu potegowego jako szeregu
liczbowego z parametrem x. Problem, jaki nas interesuje, to wyznaczenie zbioru wszyst-
kich z, dla ktorych szereg jest zbiezny, czyli obszaru® zbieznosci szeregu. Przyklady,
ktore podam, nie beda zbyt finezyjne, bo chodzi mi o pokazanie pewnych zjawisk, a nie
o zakopanie sie w rachunkach.

Poczynmy najpierw spostrzezenie, ze dla x =0 kazdy szereg potegowy jest zbiezny,
albowiem wszystkie jego wyrazy poza ewentualnie ag sg rowne 0.

ITak naprawde to szeregiem potegowym czesto nazywa sie szereg

oo

Zan(x—xo)n:ao-Fal (x—20) +az (v —0)" +as (w—m0)° +...,

n=0

gdzie x( jest ustalona liczba rzeczywista. I w razie potrzeby badZmy gotowi do rozwazenia szeregu
takiej wlasnie postaci. Ale jesli chcemy nauczy¢ sie badaé szeregi potegowe, to mozemy dla uproszczenia
przyja¢ xo =0. Nie wplynie to na istote zachodzacych zjawisk.

2Tak jak w przypadku wielomianu przyjmujemy, ze z° = 1 nie przejmujac sie, ze dla z =0 otrzyma-
liby$my wyrazenie nieoznaczone 0V.

30kredlenie "obszar zbieznoéci” jest tymczasowe. Docelowo bedziemy uzywaé innego okreslenia, ale
nie sposéb go w tej chwili wprowadzié¢ nie zdradzajac obserwacji, ktore wkrotce mamy poczynic.
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Przyktad 1: >

x

=on!’

Jak juz przed chwilg zauwazylidémy, dla x =0 szereg jest zbiezny, a w przypadku x #0
mozemy zastosowaé kryterium d’Alemberta?:

" tn)
= = —-0 < 1,
(n+1D!-2n| n+1
zatem szereg jest zbiezny dla kazdego x. Obszarem zbieznodci jest wiec caty zbidr liczb

rzeczywistych, ktéry mozemy zapisaé jako przedzial (—oo, +00).

Przyktad 2: > n!-z".

n=0

Dla x =0 szereg jest zbiezny, a w przypadku x # 0 stosujemy kryterium d’Alemberta:
1)!. n+1
(4 1)tz =(n+1)-|z| s 00 > 1,
nl-xn

zatem szereg jest rozbiezny dla kazdego x # 0. Obszarem zbieznosci jest wiec zbior jed-
noelementowy ztozony z zera.

Przyktad 3: > 2"
n=0
Szereg jest szeregiem geometrycznym o ilorazie x, jest wiec zbiezny wtedy i tylko

wtedy, gdy |z| < 1. Zatem obszarem zbieznosci tego szeregu jest przedzial (—1, 1).

n

X T
Przyktad 4: .
rzykla 712::1 o
Zastosowanie kryterium d’Alemberta® w przypadku z # 0 prowadzi do:
2y on iz n |z <1l dla |z|<2
= — —
(n+1)-27+tan| 2 ntl 2 >1 dla |z]>2

Sta wniosek, ze szereg jest zbiezny w przedziale (—2, 2), a rozbiezny poza przedziatem
[—2, 2]. Do rozstrzygniecia pozostaje zbieznosé szeregu dla x = +2. Przyjrzyjmy sie sze-
regowi w tych dwoch punktach:

oo xn (0.)
Dla z =2 otrzymujemy » o = > —. Jest to szereg rozbiezny jako szereg harmo-
n=1T0" n=1
niczny.
00 o] (_1)n
Dla x = —2 otrzymujemy => . Jest to szereg zbiezny jako szereg
n=1"1" 2n n=1 1
anharmoniczny?®.

Podsumowujac: Obszarem zbieznosci danego szeregu jest przedzial [—2, 2).

4Jak to w kryterium d’Alemberta bywa, zapisujemy iloraz kolejnych dwéch wyrazéw szeregu i po jego
ewentualnym przeksztalceniu przechodzimy do granicy przy n — oo pamietajac, aby = traktowaé jako
parametr. Otrzymana granice porownujemy z jedynkag i na podstawie tego poréwnania wnioskujemy
o zbieznosci lub rozbieznosci szeregu.

W tym wypadku mozna tez zastosowaé¢ kryterium Cauchy’ego, pod warunkiem, ze pamietamy
o lim ¥Yn=1.

n—0oo

6Formalnie jest to minus szereg anharmoniczny.
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Zastosowanie kryterlum d’Alemberta w przypadku z # 0 prowadzi do:

2 2. 30 |z] n\2 |z [ <1 da |z| <3
= — R —— H —_
(n41)2-3n+l.gn| 3 (n—i—l) 3 >1 dla |z|>3
Sta wniosek, ze szereg jest zbiezny w przedziale (—3, 3), a rozbiezny poza przedziatem

[—3, 3]. Do rozstrzygniecia pozostaje zbieznosé szeregu dla x = +3. Przyjrzyjmy sie sze-
regowi w tych dwdch punktach

Przyktad 5: Z

n oo 1
Dla x = 2x3 =) — <00, skad wynika, ze dany szereg jest
" n=1"1

bezwzglednie zbiezny.
Podsumowujac: Obszarem zbieznosci danego szeregu jest przedziat [—3, 3].

:L.n

n=1 V1" (_4)n .
Zastosowanie kryterium d’Alemberta w przypadku x # 0 prowadzi do:
e (—4)n |z| n jz| [ <1 dla |z| <4

- — . —_— _) _—

Vn41-(=4)r+l.gn 4 \Vn+1 4
Sta wniosek, ze szereg jest zbiezny w przedziale (—4, 4), a rozbiezny poza przedziatem
[—4, 4]. Do rozstrzygniecia pozostaje zbieznosé szeregu dla x = +4. Przyjrzyjmy sie sze-

regowi w tych dwoch punktach:

Przyktad 6: >

>1 dla |z|>4

o n [ee] _1 n
Dla z =4 otrzymujemy » x (=1 . Jest to szereg zbiezny jako szereg

n=1 V1" (_4)n B n=1 \/ﬁ
naprzemienny spetiajacy zatozenia kryterium Leibniza.
xn [e.9]

Dla z=—4 otrzymujemy Z ﬁ Z . Jest to szereg rozbiezny jako szereg
n=1 VIV {— " n=1

1
postaci Z —zp=1/2<1
n—lnp

Podsu;nowuj@c: Obszarem zbieznosci danego szeregu jest przedzial (—4, 4].

Jakie spostrzezenie nasuwa sie z powyzszych przyktadow? Otéz w kazdym rozwaza-
nym przyktadzie obszarem zbieznosci jest przedzial, co nie jest wcale oczywiste, bo mozna
sobie wyobrazié¢, ze obszar zbieznosci sktadatby sie z kilku kawatkow. Co wiecej, w roz-
wazanych przyktadach przedziat ten jest prawie symetryczny wzgledem zera — symetria
bywa tamana tylko przez przynaleznos¢ koncéw przedziatu do obszaru zbieznosci.

Okazuje sie, ze to nie jest przypadek. Kazdy szereg potegowy ma obszar zbieznosci
bedacy przedziatem i dlatego bedziemy méwili o przedziale zbieznosci. Przedziat ten
moze by¢ cala prosta rzeczywsta, moze degenerowac¢ sie do zbioru ztozonego z zera,
a moze tez by¢ przedzialem jednej z czterech postaci:

(=R, R), [—R, R], (=R, R], [—R, R).
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W tym wypadku liczbe R bedziemy nazywaé promieniem” zbieznosci szeregu potegowego.
Mozemy tez mowi¢ o R=o00 w przypadku szeregu zbieznego na catej prostej oraz o R=0
w przypadku szeregu rozbieznego wszedzie poza zerem.

Przez kolejne dwa dni poéwiczymy sobie wyznaczanie przedzialu lub promienia® zbiez-
nosci réoznych szeregéw potegowych, a potem przejdziemy do tego, co w analizie naj-
ciekawsze — w wyrazach szeregu potegowego oraz w jego sumie bedziemy dostrzegac
funkcje.

Uwaga 1:

Przedzial zbieznosci szeregu potegowego
S (z—0)" = ag+ay (z—x0) +ag (x —20) 4 as (x —x0) + ...
n=0

jest cala prosta rzeczywista, zbiorem {xo} lub jest jednej z czterech postaci:
(SL’O—R, Q?o—f—R), {SEO_R, SL’O—'—R], (LUO—R, LEO+R], [JZO—R, J?()‘FR)

Uwaga 2:

Jesli szereg potegowy ma duzo wyrazéw zerowych, to mozemy go zapisa¢ w postaci
sumy, w ktorej zerowe wyrazy sa pominiete, a numerowanie obejmuje wyrazy niezerowe.
Na przyktad szereg potegowy

> axa”,
n=0
gdzie a, =1 dla n parzystych oraz a,, =0 dla n nieparzystych, wygodniej jest zapisa¢ jako

s 2
E .
n=0

"Skad nazwa promiei? W maju to sobie wyjaénimy, a na razie musi to pozostaé zagadka.

8Samego promienia zbieznodci szukamy wtedy, gdy nie zalezy nam na badaniu szeregu potegowego
na konicach przedziatu zbieznosci lub gdy rozstrzyganie zbieznosci na koncach przedziatu zbieznosci jest
zbyt trudne.
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