Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzienn 30 (Sroda 29 kwietnia 2020)

Szeregi potegowe:
wyznacznie przedzialu lub promienia zbieznosci

379. Rozstrzygnal zbieznos¢ szeregu
n2 . 2n n' n2
i a” - (*")"n
n=1 (nl)n
w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie
udzieli¢ odpowiedzi.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:

n2 . 2n)n. n2 n(2n> n
7<ICL (n n _CL n n —

(nh)n n! "
Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,):
bosy () (np ) ol a(2n41)-(2n42)-(n+1) (n—i—l)"_
by (n+1)! a”-(2:)~n"_ (n+1)2-(n+1) n B
:a'(f:_:—ll))a . (1—1—3}) — 4ea

przy n — oo.

Jezeli 4e-a <1, czyli a < 1/4e, to na podstawie kryterium d’Alemberta zastosowanego
do ciagu (b,,) wnioskujemy, ze

nlg& b,=0<1,

wobec czego w oparciu o kryterium Cauchy’ego zastosowane do szeregu danego w tresci
zadania wnioskujemy, ze szereg ten jest zbiezny.

Jezeli za$ 4e-a> 1, czyli a > 1/4e, to nlgglobn =400 > 1, skad wynika, ze szereg jest
rozbiezny.

Odpowiedz:
1 1
Dany szereg jest zbiezny dla liczb dodatnich a < o a rozbiezny dla a > o
e e

380. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

ij:l nz”')in @

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy
7 parametrem x.
Otrzymujemy
nn’ . gn?
(n!)"

Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,,):

by, n+1)"|zv pl nt (1) - | 1\"
v (A )"t :<”> ( )||=<1+> x| —e-|x|.
by, (n+1)! nn-|x|n n+1 n
Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazow ciagu (b,) réownej e- |z|.

I

=b,.

n

n!

Jezeli e-|x| <1, czyli |z| < i, to ciag (by,) jest zbiezny do 0< 1, a w konsekwencji szereg
(1) jest zbiezny.

Jezeli zas e-|x|>1, czyli |x| > i, to ciag (b, ) jest rozbiezny do 400> 1, a w konsekwencji
szereg (1) jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny e

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci —.
e

381. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego

3
n
X

n=1 (nl)n ‘

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

Dzien 30 ($roda 29 kwietnia 2020) - 239 - Strony 237-248



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Rozwigzanie:

Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci danego szeregu. Otrzymu-
jemy
e
= =b,.

n!

(n!)"
Poniewaz nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy b, przy n — oo, stosujemy
kryterium d’Alemberta, tym razem do ciagu (b,). Otrzymujemy

bn+1 _ ‘x|2n+1

by, n+1
Jezeli nie umiemy od razu stwierdzi¢, do czego dazy ¢, przy n — oo, stosujemy po-
nownie kryterium d’Alemberta, tym razem do ciggu (c¢,). Otrzymujemy

Cntl _ o ML o

Cn n-+2

= n -

przy n — oo.

Jezeli |z| <1, czyli 22 <1, to z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (c,)
wynika, ze nlggl() cp,=0<1.

Z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b, ) wynika, ze nh_)n()lo b,=0<1. Takze

1
dla z ==+1 otrzymujemy lim b, = lim 1= 0<1.
n—oo n—oo n

Wobec tego z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do danego szeregu potegowego
wynika, ze jest on zbiezny.

Jezeli |z| > 1, czyli 22 > 1, to z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (c,)
wynika, ze nh~>rglo Ccp=-+00>1.

Z kryterium d’Alemberta zastosowanego do ciagu (b,) wynika, ze T}ergo b, =400 > 1.

Wobec tego z kryterium Cauchy’ego zastosowanego do danego szeregu potegowego
wynika, ze jest on rozbiezny.

Odpowiedz: Przedzialem zbieznosci danego szeregu potegowego jest [—1, 1].

382. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

4 4
00 PNt L

Zw- (2)

n=1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Oznaczmy n-ty wyraz szeregu (2) traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem z
przez a, i zastosujmy do niego kryterium Cauchy’ego. Otrzymujemy

n/|an

W celu obliczenia granicy ciagu (b,) stosujemy kryterium Cauchy’ego do tego ciagu.

Otrzymujemy T mng ”2-|x\”2
n —
Vb, = O TGS

n”4 !
(nh)?

= =b,.

W celu obliczenia granicy ciagu (¢,) stosujemy kryterium Cauchy’ego do tego ciagu.

Otrzymujemy ey |x|” oo

Vo= "

W celu obliczenia granicy ciagu (d,,) w przypadku x # 0 stosujemy kryterium d’Alem-
berta do tego ciagu. Otrzymujemy

dor1 _ (D)™ 2l n+1
= = |z[- —>€'|=T|

=d, .
n!

d, (n+1)! nn-|z|n
przy n— oo.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw ciagu (d,) réwnej e-|z|.
Jezeli e-|x| <1, czyli |x| <1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta
nh_(Iolo d,=0<1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (c,) mamy
nh—>ngo c,=0<1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) dostajemy
lim b,=0<1,

n—oo
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu (2) wnioskujemy, Ze szereg
ten jest zbiezny.
Jezeli zas e-|x| > 1, czyli |x| > 1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta

lim d, =40c0>1,

n—oo

skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciggu (c,) mamy

lim ¢, =400 >1,

skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do ciagu (b,) dostajemy
nlgg} b, =400>1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego zastosowanego do szeregu (2) wnioskujemy, Ze szereg

ten jest rozbiezny.
Zatem promien zbieznosci szeregu potegowego (2) jest réwny 1/e.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 1/e.
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383. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
> (2n)!-(4n)!-aP

>

>, (3)

dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni
i skonczony.

nl-nrr

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (3) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(2n+2)!- (dn+4)!- gPn+P n!-nPm B
(n+ ) (n+1)pete (2n)- (4n)l-zvm |
(2n+1)-(2n+2)-(4n+1)-(4n+2)- (4n+3)-(4n+4)-|z|P?
(n+1)- (=)™ (n+1)p -

8-(2n+1)-(4n+1)-(4n+2)-(4n+3)' |x|P _)210.@
o (D

n

przy n— oo, o ile p—1=4, bo tylko w tym przypadku pierwszy czynnik powyzszego
iloczynu ma granice rzeczywistg dodatnia.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
5
x
wyrazéw szeregu (3) rownej 2'°- % dla p=>5.
e
|z[?

x e
Jezeli 210 — <1, ezyli |z] < 7 to szereg (3) jest zbiezny.
e
5
x e
Jezeli zag 2'0. % > 1, czyli |z| > 7 to szereg (3) jest rozbiezny.
e

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (3) jest réwny T

e
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p=>5 promien zbieznosci 1

384. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego
< (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7)-z"

>

= n-(n+l)-(n+2)-(n+3)-(n+4)

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu potegowego traktowanego jako
szereg liczbowy z parametrem x # 0.
Otrzymujemy
(2n+3)-(2n+5)-2n+7)-(2n+9)-2"  n-(n+1)-(n+2) - (n+3)-(n+4)
(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)-(n+5) (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) a2
n-(2n+9)-|z|
= — ||
(n+5)-(2n+1)

przy n— oo.
Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw danego szeregu potegowego réwnej |z|.
Jezeli |x| <1, to szereg jest zbiezny.
Jezeli zas |x| > 1, to szereg jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 1.

Dla x =1 otrzymujemy szereg, ktéry na mocy kryterium poréwnawczego jest rozbiez-
ny:
Z (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) e (2n+0)-(2n+0)-(2n+0)-(2n+0)
= on-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4) = Zn-(n+n)-(n+2n)-(n+3n)-(n+4n)
1 &1

Dla x = —1 otrzymujemy szereg
< (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-2n+T7)-(—1)"
nz::l n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4) ’
ktory jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

L 2n41) (2043)-(20+5)- 20 +7) (2+2)-(2+23)-(2+2)-(2+47)-2
n=0 n.(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4) _"_’001-<1+%)-(1+%)-(1+§>- 1+%)
2.2.2.2.0
T1l11-1

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(2n+1)-(2n+3)-(2n+5)-(2n+7) (2n+3)-(2n+5)-(2n+7)-(2n+9)
n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4) ~ (n+1)-(n+2)-(n+3)-(n+4)-(n+5)’
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co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
2n+1 S 2n+9
n ~ n+5’
(2n+1)-(n+5)>(2n+9)-n,
2n*+11n+5>2n*+9n,
>

0,

2n+5

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny dla x = —1 na mocy kryte-
rium Leibniza o szeregach naprzemiennych.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma przedzial zbieznosci [—1, 1).

Uwaga: Stosowanie kryterium d’Alemberta nie jest konieczne, ale jego unikanie nie
wydaje sie specjalnie praktyczne. Mozna bowiem wyobrazi¢ sobie nastepujace rozwiaza-
nie:

e Jakim$ sposobem zgadujemy, ze promien zbieznosci jest réwny 1.

e Dowodzimy jak w przedstawionym rozwiazaniu, ze szereg jest rozbiezny dla x =1
i zbiezny dla z = —1.

e Przedstawiamy rozumowanie, z ktorego wynika, ze jesli szereg jest rozbiezny dla x =1
i zbiezny dla = —1, to jego promien zbieznosci jest rowny 1.

385. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego

% \/m 647 -
> —.

oy} on+7

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Jarostaw Wroblewsk:

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu potegowego traktowanego jako

szereg liczbowy z parametrem x # 0

Otrzymujemy
(n+1)-64n+1.g33 547 n+1 5 dn+7 5
. — 8- |z — 8- |z|
on+12 Vn-64m - p3n n on—+12

przy n— oo.
Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych

yrazéw danego szeregu potegowego réwnej 8- |x|?

w
Jezeli 8-|z|* <1, czyli |2| < 1/2, to szereg jest zbiezny
Jezeli zaé 8- |z|® > 1, czyli |x| > 1/2, to szereg jest rozbiezny

Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest rowny 1/2
Dla x =1/2 otrzymujemy szereg, ktéry na mocy kryterium poréwnawczego jest roz-
1

biezny:
oo o 1 o
iR VI LS

on+Tn 12 7

Dla z = —1/2 otrzymujemy szereg
1 5n +7

ktory jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zatozen tego kryterium

Y

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera

Sprawdzamy to nastepujaco:
1
7 0
lim = lim f7:7:O.
n—o0 hn+7 TH<>°5+E 5+0

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze dla

kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
Vi vn+l
on+ 7 Sn+12’

co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
V- (5n+12) > vn+1-(5n+7),

n-(5n+12)* > (n+1)- (5n+7)*
(250 4+120n +144) > (n+1)- (250 4 70n+49)
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2513 4 120n2 4 144n > 2503 4+95n? + 1190+ 49 ,
2512 425n > 49,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny dla x = —1/2 na mocy
kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma przedzial zbieznosci [—1/2, 1/2).

Uwaga: Stosowanie kryterium d’Alemberta nie jest konieczne, ale jego unikanie nie
wydaje sie specjalnie praktyczne. Mozna bowiem wyobrazi¢ sobie nastepujace rozwiaza-
nie:

e Jakims sposobem zgadujemy, ze promien zbieznosci jest réwny 1/2.

e Dowodzimy jak w przedstawionym rozwiazaniu, ze szereg jest rozbiezny dla x =1/2
i zbiezny dla z=—1/2.

e Przedstawiamy rozumowanie, z ktérego wynika, ze jesli szereg potegowy jest rozbiezny
dla x=1/2 i zbiezny dla x = —1/2, to jego promien zbieznosci jest rowny 1/2.

386. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego
< (bn+2)"-a"
D e

= (Tn+3)"
Jesli nie potrafisz, to przynajmniej wyznacz promien zbieznosci.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbieznosci danego w zadaniu szeregu
traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem x. Otrzymujemy

’(5n+2)”-x" _ (5n+2)-|x| _>5-|x|
(Tn+3)" | Tn+3 7

5- ||

Jezeli <1, czyli |z| < R to dany w zadaniu szereg jest zbiezny.
5-|x]
7

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego jest rowny £

Jezeli zas

7
> 1, ezyli |z| > 5 to dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.

Pozostaje rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu na koncach przedziatu zbieznosci, czyli dla
x==27/5. W tym przypadku rozwazymy ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw szeregu:

‘(5n+2)”-az”_(5n+2)"-7"_(35n+14)”_<1_ 1 )”_
(Tn+3)" | (Tn+3)-5"  (35n+15)" 35n+15)

1 35n+15\ 3505 /35 1
S ) == #£0.
(( 35n—i—15> = () e

Poniewaz wartosci bezwzgledne wyrazow szeregu daza do liczby réznej od zera, szereg
jest rozbiezny.

Odpowiedz:
Przedziatem zbieznosci danego szeregu potegowego jest przedziat (—7/5, 7/5).
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