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Dzien 32 (poniedzialek 4 maja 2020)
Szeregi potegowe (c.d.)

7 wykladu tuz przed majowym weekendem plynie nastepujgcy mity! wniosek:

Suma szeregu potegowego
jest funkcjg rézniczkowalng
wewnatrz przedziatlu zbieznosci
nieskonczenie wiele razy,

a sam Sszereg mozna
rozniczkowaé¢ wyraz za wyrazem
dowolnie wiele razy.

Zastanowmy si¢ teraz nad nastepujacym zagadnieniem: Dany jest szereg potegowy
o dodatnim? promieniu zbieznosci R. Znamy funkcje f bedaca jego suma w przedziale
(—R, R):

f@)=3 an".
n=0

Czy na podstawie znajomosci funkcji f mozemy odtworzy¢ szereg potegowy, ktorego jest
ona suma?

Okazuje sie, ze tak. Wystarczy bowiem zauwazy¢, ze skoro szereg mozna rézniczkowac
wyraz za wyrazem dowolnie wiele razy, to dla kazdej liczby calkowitej nieujemnej* &

otrzymujemy
f <x>:%f<x>:ﬂn§:0anx :nz::oﬁanx :;::kn(n—l)...(n—kJrl)anx ,

skad po podstawieniu z =0 dostajemy®
fO0)=Y"nn-1)...(n—k+1)a,0" F =kl-a.
n=k
Wobec tego
f®(0)
k'

ap =

1Bo pozwalajacy na pelna beztroske.

2By¢ moze nieskoficzonym.

3Mniejsza o ewentualng zbiezno$é na koncach — i tak w tym akurat miejscu nie robilibyémy z niej
zadnego uzytku.

4Dla k=0 tez sie to broni, chociaz wyglada dziwnie. Jednak wlaczamy ten przypadek do ogélnego
schematu dla jednolitosci otrzymywanych wzordw.

SPamietajac, ze w kontekécie wielomianéw i szeregéw potegowych z° =1, takze 00 =1.
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Mamy wiec procedure odtworzenia wspotczynnikéw szeregu potegowego na podstawie
funkcji bedacej jego suma: wspodtczynikami tymi sa pochodne sumy w zerze podzielone
przez odpowiednie silnie.

Aby taka procedura dala sie zastosowac¢ do funkcji f, wystarczy, aby funkcja f miata
w zerze pochodne wszystkich rzedéw. Innymi stowy z funkcja f majacg w zerze pochodne
wszystkich rzedéw mozemy zwigzaé szereg potegowy

£ IO,

n!

7
n=0

ktory jest jedynym kandydatem na szereg potegowy sumujacy sie do f. Szereg taki
nazywamy szeregiem Taylora® funkcji f.

To teraz naturalne jest pytanie takie: Dana jest funkcja f majaca w zerze pochodne
wszystkich rzedow. Mozemy stworzy¢ jej szereg Taylora. Czy wéwczas funkcja f jest jego
suma?

Przypomina to troche prymitywna’ sztuczke, ktéra ma sugerowaé, ze znam na pamieé
piate potegi liczb jednocyfrowych. Wybierzcie jakas cyfre, podniescie ja do piatej potegi,
a ja blyskawicznie powiem, jaka cyfre wybraliscie. Podaliscie 168077 Aha, to jest piata
potega liczby 7. Na czym polega trik? Otoéz cyfra jednosci zachowuje si¢ przy podnosze-
niu do piatej potegi. Wobec tego wybrana przez Was cyfra jest cyfra jednosci podanej
przez Was piatej potegi. Tak wtasnie wyglada procedura wyciggania pierwiastka piate-
go stopnia z liczb mniejszych od 100 000 bedacych piatymi potegami — w odpowiedzi
podajemy cyfre jednodci.

A jesli podacie mi liczbe 123427 To zgodnie z procedura odpowiem: To jest piata
potega liczby 2. Nie dziala? No tak, bo procedura pierwiastkowania przez podawanie
cyfry jednosci daje si¢ zastosowacé do kazdej liczby, i dla kazdej liczby daje jaki$ wynik,
ale tylko dla pigtych poteg daje wynik zgodny z naszymi oczekiwaniami.

To wzbudza pewien niepokéj, jesli chodzi o szereg Taylora, bo:

Jaka mamy gwarancje, ze funkcja jest sumg swojego szeregu Taylora?

6Celowo wyrazitlem sie tu troche nieprecyzyjnie, zeby nie wprowadzaé niepotrzebnych komplikacji.
W rzeczywistoéci mowiac o szeregu Taylora funkcji f powinnidmy jeszcze dopowiedzie¢, w ktorym punk-
cie o ten szereg tworzymy (u nas xg=0). Wowczas szereg ten ma postaé

i i (z0)

" (x—xp)

n=0

Ponadto szereg Taylora w zerze (wlasnie taki rozpatrujemy) nazywany bywa szeregiem Maclaurina, ale
bardziej odpowiada mi uzywanie tu nazwiska Taylora.

"Dla celéw ilustracyjnych taka prymitywna sztuczka w zupelnosci wystarczy. Gdyby kto$ chcial
sztuczki powazniejszej, to musiatby sie nauczy¢ piatych poteg liczb jednocyfrowych, co jest rownowaz-
ne zapamietaniu piatych poteg dwucyfrowych wielokrotnosci dziesiatki. Wowczas mogtby znajdowac
podstawy piatych poteg liczb dwucyfrowych: cyfra jednosci podstawy jest cyfra jednosci piatej pote-
gi, a cyfra dziesiatek podstawy moze by¢ okreSlona przez poréwnanie podanej piatej potegi z piatymi
potegami wielokrotnosci dziesiatki.
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[ wtasnie nadszedt czas, aby zburzy¢ btogi spokdj zwiazany z beztroska, z jaka mozna
traktowac szeregi potegowe.
Przypomnijmy przyktad z pierwszego semestru:

Przyktad:

e 17" dla 240
f<x>={ vt

0 dla =0

Przypomne, ze tak zdefiniowana funkcja f:R — R jest nieskonczenie wiele razy réz-
niczkowalna na calej prostej, jest dodatnia poza zerem, a w zerze ma pochodne wszystkich
rzedow rowne 0. Wobec tego jej szereg Taylora jest szeregiem zerowym.

Czyli tak: funkcja jest bardzo porzadna®, jej szereg Taylora jest $wietnie zbiezny?,
ale suma tego szeregu Taylora nie ma wiele wspolnego z samg funkcja, bo suma szeregu
Taylora jest zerowa, a funkcja jest dodatnia poza zerem.

Wobec tego spotkata nas:

Przykro$¢ 1: Suma szeregu Taylora moze by¢ r6zna od funkcji.

Ale to nie koniec ztych wiesci. Ot6z okazuje sie, ze kazdy szereg potegowy jest
szeregem Taylora pewnej funkcji'’. Udowodnienie tego, czy choéby naszkicowanie
dowodu, wykracza poza ramy tego wyktadu. W kazdym razie nawet taki szereg jak znany
nam Y _ nla", ktéry jest rozbiezny wszedzie poza zerem, jest szeregiem Taylora jakiejs

n=0
funkcji.

Tym samym spotyka nas:

Przykros¢ 2: Szereg Taylora moze by¢ rozbiezny poza zerem.

Podsumowujac:
Jedli funkcja f jest suma szeregu potegowego, to szeregiem tym jest jej szereg Taylora.
Jesli zas wezmiemy jakakolwiek funkcje f majaca pochodne wszystkich rzedow wokot
zera, to jej szereg Taylora moze by¢ rozbiezny wszedzie poza zerem, a nawet jak jest
zbiezny, to jego suma moze mie¢ niewiele wspolnego z samag funkcja.

Ale nie martwecie sie, gtowa do gory. Jutro poznamy przyktady funkeji, ktére jednak sg
sumami swoich szeregow Taylora i wyjasnimy sobie, ze nie jest to takie rzadkie zjawisko.

8Ma nieskonczenie wiele pochodnych na catej prostej — chyba lepiej sie nie da.
9Czy kto$ zna szereg lepiej zbiezny niz szereg zerowy?
10T to bardzo porzadnej, bo nieskoficzenie wiele razy rézniczkowalnej na calej prostej.
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