Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzienn 33 (wtorek 5 maja 2020)
Szeregi potegowe (c.d.)

Przypomnienie: Dla funkcji f majacej w zerze pochodne wszystkich rzedow, jej
szeregiem Taylora w zerze (inaczej: szeregiem Maclaurina) nazywamy szereg potegowy

52 /0 0

n!

n=0
Jest to jedyny szereg potegowy, ktéry moze sumowaé sie do funkcji f w otoczeniu zera.
Moze, ale nie musi.

Gdybysmy chcieli rozwinaé funkcje f w szereg potegowy wokdt punktu g, w ktorym f
ma pochodne wszystkich rzedow, to jedynym kandydatem jest jej szereg Taylora w xg
okreslony wzorem:

i f(n) ()

— (x—mo)" .
= !

Jednak dla wygody najczedciej przesuniemy woéwczas funkcje f, tzn. rozwazymy funkcje
g(x) = f(x+x) i zajmiemy sie szeregiem Taylora funkcji g w zerze.

Dzis kilka przyktadéw funkcji, ich szeregéw Taylora (w zerze) oraz zwiagzku tych funk-
c¢ji z ich szeregami Taylora.

Przyktad 1: f(z)=¢"

Poniewaz f™ (x)=e" oraz f(0)=1, szeregiem Taylora funkcji f w zerze jest szereg
o :L.n
n=0 ﬁ ‘

Szereg ten jest zbiezny na calej prostej rzeczywistej, ale czy jego suma jest funkcja f 7

Narzedziem, ktore tu wykorzystamy, jest wzér Taylora, ktory przypomne w wersji
ogolnej:

N-1 f(n) T "
f)= Y Z (o Ry
n=0 :
oraz szczegolnej przy xo=0:
N—-1 g(n) 0
flx)=>" / n'( )xn—i-RN(x).
n=0 .

Sktadnik Ry(z) jest N-ta reszta wzoru Taylora i odpowiada za blad, jaki popetiamy
przyblizajac funkcje f wielomianem. Sa rézne postacie reszty wzoru Taylora, ale my
uzywalismy
FN) (2g4t, (2 —10))
Bu(w)= N1
gdzie argument xo+1t, (x —xg) jest po prostu jakim$ punktem pomiedzy ¢ i .
Dla xyp =0 mamy prostsza wersje:
Jo (tz-x) §

Ry(r) = t,€(0,1).

Az —x0)Y t. €(0,1),
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Nie sposob nie zauwazy¢, ze sktadniki we wzorze Taylora sa identyczne jak w szeregu
Taylora. Nie jest to przypadek, wszak jedno i drugie usituje zrobi¢ z funkcji wielomian.
Wzor Taylora méwi, ze funkcje mozna przyblizy¢ wielomianem, a za btad jaki w tym
wypadku popeliamy odpowiada reszta wzoru Taylora. Natomiast szereg Taylora jest
tymze wielomianem ze wzoru Taylora wysumowanym do nieskonczonosci, czyli szere-
giem potegowym. W jednym i drugim przypadku wspotczynniki wielomianu odezytujemy
z pochodnych funkcji w punkcie zy, gdyz tym najlepszym wielomianem jest wielomian
majacy takie same pochodne w x( jak funkcja f.

Wroémy do funkeji z rozwazanego przyktadu. Aby udowodnié¢, ze dla kazdego x szereg
oo xn
O ﬁ
jest zbiezny do f(z)=e", trzeba udowodmc ze ciag sum czesciowych

N n

T
n=0 n!

jest zbiezny do f(x). Poniewaz!
N
2

musimy dowies¢, ze Ry.1(z) dazy? do zera. W tym celu trzeba oszacowaé |Ryi1(x)|
od gory przez wyrazenie dazace do 0 przy N — oo.

Whprawdzie wzér na Ry 1(z) jest niezbyt precyzyjny, ale w zupelnosci wystarczajacy
do oszacowan, jesli rozumiemy cho¢ troche jak wygladaja pochodne funkcji f. W naszym
przypadku

"
7| RN-H( )

fOH (e x) v el N+1 e'r®
£ = 7. =|— _

(N+1)! (N+1)! (N+1)!
W oszacowaniach skorzystaliSmy z nieréwnosci

Slte 2| = o] - |2 < 2]

N <i.mN+1_

|Ry11(z)|= \(N—i—l)!

||

Przy ustalonym z # 0 zbieznosé ciggu ( ) x| H) do zera dowodzimy
NeN

(N+1)!
korzystajac z wersji kryterium d’Alemberta dla ciggow:

e|:‘| |x’N+2 | ‘
= —0<1.

<Ne'i1' ¥ N2

Tym samym udowodnilismy, ze szereg Taylora funkcji f jest do niej zbiezny na catej
prostej i bez skrepowania mozemy zapisaé?:

a4 +x+x+x+x+x+x+ +.. (o)
T Sy T e T T 20 "0 T TR 9l T 10

o 2 .3 .4 5 6 T8 g9 410
nl

1Jest to delikatnie przeksztalcony wzér Taylora z poprzedniej strony w wersji 2g=01i N+1 zamiast N.
2Przy ustalonym z, gdy N — oo.
31 koniecznie zapamietaé !!!
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Plynie stad w szczegdlnoéci wniosek?, ze
> 1 11 1 1 1 11 1 1
=l+l4 -4ttt

‘T4 276 24 120 720 7189l 10!

Nie sposob oprzec¢ si¢ nastepujacej uwadze: Funkcja wyktadnicza okreslona wzorem e”
ma te wtasnosé, ze jest sama swoja pochodnag. Takze otrzymany przez nas szereg ma te
wlasnosé, ze rézniczkujac go formalnie wyraz za wyrazem otrzymujemy ten sam szereg.
Nic dziwnego, jesli zwazymy, ze funkcja przedstawia sie jako suma tego szeregu. Uwaga
ta moze by¢ jednak poczyniona bez zadnych oszacowan korzystajacych ze wzoru Tay-
lora. Oczywiscie bez oszacowan pozwala ona tylko wysnu¢ hipoteze, ze miedzy funkcja
wyktadniczg f(x)=e" i szeregiem ze wzoru (&) jest jaki$ zwiazek.

Przyktad 2: f(x)=sinz
Poniewaz

—1)"2.ginz dla n parzystych
f(n)(@_{( 1( ) parzysty

—1)"=Y/2.cosx dla n nieparzystych

oraz
0 dla n parzystych

(0= {

szeregiem Taylora funkcji f w zerze jest szereg®
0o (—1)7. g2t
nz::o (2n+1)!
Udowodnienie, ze szereg ten jest zbiezny do funkcji f sprowadza sie, podobnie jak w po-

przednim przyktadzie, do wykazania, ze przy ustalonym z reszty wzoru Taylora daza
do zeraS:

(—=1)(»=1/2 " dla n nieparzystych

B ()| = | L0 e 2) v _[Bnlte-2) | _lin(e-2)] v 2
* (N+1)! (N +1)! (N+1)! (N+1)!
N+1
Przy ustalonym x # 0 zbiezno$¢ ciagu L do zera dowodzimy korzystajac
(N+1)!
*/ NeN
z wersji kryterium d’Alemberta dla ciaggow:
N2 /(N +2)!
VN el

|Z|NHL/(N+1)! N+2

Udowodnilismy wiec, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzi rownosé

Sinx:iwzx_ﬁ_i_i_i_i_ﬁ_ﬁ_‘_
= (2n+1)! 6 120 79l 11T

1Jesli we wzorze (&) przyjmiemy z = 1.

5Po odpowiednim przenumerowaniu wyrazow.

W miedzyczasie positkujemy sie oznaczeniem jsin dla funkcji ”jaki$ sinus”, ktéra moze byé +sin
lub =+ cos.
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Analogicznie mozna wykazaé, ze dla kazdego x prawdziwy jest wzor

fe’e) (_1)711.271 £E2 CC4 SL’G CCS xlO
=Y =l T
ot n;() (2n)! 2 +24 720+ g 10! +
Do kompletu przypomnijmy tez dwa rozwiniecia z wezorajszego wyktadu:
00 (_1)n+1'xn 132 ZE3 [L’4 135 $6
In(1 =y ———=x——+———+———+... dlaxe(—1,1
n(+:c)n§1 - rogtg ot T axe( ]
o (—1)n. g2t 3 45 4T 9 gl
tgr=>» ————=20——+———+———+... dlaze|[-1,1
aeter =2, o oy Tttty Tty Tt azel-1 1

Przyklad 3: f(z)=e"’

Wypisanie szeregu Taylora tej funkcji przez obliczenie jej pochodnych w zerze bytoby
troche skomplikowane, bo trudno od reki poda¢ wzér na pochodng funkcji f dalekiego
rzedu.

Jednak z réwnosci o g

Skoro f jest przedstawiona w postaci sumy szeregu potegowego, to jest to jej szereg
Taylora. W szczegélnosci mozemy z tego szeregu odczytaé¢ pochodne funkeji f w zerze:

n!

FUO)=1 (n/2)!
0

dla n parzystych
dla n nieparzystych

A teraz kilka zdan komentarza dotyczacego materii wykraczajacej poza ramy tego
wyktadu.

Z jednej strony widzieliémy, Ze szereg Taylora funkcji nieskoniczenie® rézniczkowalnej

nie musi by¢ zbiezny do samej funkcji. Z drugiej zas zobaczyliémy przyktady, w kto-
rych tak jest: funkcja wyraza sie przy pomocy szeregu potegowego, czyli swojego szeregu
Taylora. Procedura dowodzenia takiej zbieznoéci® jest doéé¢ zmudna. Okazuje sie jednak,
ze wsrod funkcji mozna wyroznic¢ tak zwane funkcje analityczne. Z definicji sg to funk-
cje o dziedzinie bedacej przedziatem otwartym!, ktére wokoél kazdego punktu swojej
dziedziny wyrazaja sie przy pomocy sumy szeregu potegowego. Funkcja analityczna jest

"Po podstawieniu 22 w miejsce .

8” Funkcja nieskonczenie rézniczkowalna” to skrécona forma od ”funkcja nieskoficzenie wiele razy
rozniczkowalna” , czyli majaca pochodne wszystkich rzedéw. Czasami uzywa sie tez krotszego sformuto-
wania " funkcja gladka”, ale nie jest to sformulowanie uniwersalne, bo czasami moéwi sie o funkcji, ze jest
gladka, gdy ma tyle pochodnych, ile wynika z kontekstu — na przykltad dwie, pie¢ lub siedemnagdcie.

9Na przyklad z wykorzystaniem wzoru Taylora.

10Moze mie¢ konice w £o0.
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wiec lokalnie sumg swojego szeregu Taylora. Poki co wyglada to troche na masto masla-
ne, bo skoro definiujemy funkcje analityczne jako bedace sumami szeregdw potegowych,
to c6z to za rewelacja, ze okazuja sie one by¢ sumami szeregdw potegowych. Przeciez
to wtasdnie zatozyliSmy w definicji.

Okazuje sie, ze analityczne sa podstawowe funkcje, ktoére znamy: wielomiany, funkcje
wyktadnicze, logarytmiczne, potegowe w (0, o), trygonometryczne, odwrotne do try-
gonometrycznych. Ponadto wykonywanie czterech dziatan na funkcjach analitycznych
oraz sktadanie funkcji analitycznych prowadzi do funkcji analitycznych. Takze funkcja
odwrotna do funkcji analitycznej o pochodnej réznej od zera!! jest analityczna.

Morat'? z tej opowiastki ptynie nastepujacy: kazda funkcja zdefiniowana ”tadnym

wzorkiem” jest analityczna, czyli lokalnie jest suma swojego szeregu Tayora. Trzeba
tu jednak uwazaé¢ na konstrukcje typu |z| =v/z2, co jest w pewnym sensie ”ladnym
wzorkiem”, ale definiuje funkcje nier6zniczkowalng, a wiec nieanalityczng. Aby uniknaé
tego typu niespodzianek, trzeba uzywaé funkcji okreslonych na przedziatach otwartych.
Tu problem wzial sie z zera pod pierwiastkiem — pierwiastek nie jest okreslony na zbiorze
otwartym zawierajacym zero w swoim wnetrzu.

Funkcja /7% dla 240
flz) =
0 dla z=0

omawiana na wczorajszym wyktadzie nie jest analityczna, bo wokot zera nie jest suma
swojego szeregu Taylora'. Zeby skonstruowaé taka funkcje, musiatem uzyé klamerek,
gdyz nie da sie takiej funkcji zapisa¢ "tadnym wzorkiem”. Jednak funkcja ta jest anali-
tyczna w przedziale (—oo, 0) i jest tez analityczna w przedziale (0, co).

Na koniec jeszcze jedna wlasno$é¢ funkeji analitycznych. Otéz funkcje nieskonczenie
rozniczkowalne sg gietkie!® w tym sensie, ze jesli znam funkcje f € C*°(R) na przedziale!®
(0,1), to nie mam bladego pojecial®, jak wyglada ona na przedziale (2,3).

Funkcje analityczne natomiast sg sztywne, to znaczy, ze funkcja analityczna na R jest
jednoznacznie wyznaczonal” przez swoje wartoéci na przedziale (0,1).

1To znaczy: o pochodnej, ktéra nigdzie sie nie zeruje.

12Moral ten ma jedynie charakter informacyjny, poniewaz teoria funkcji analitycznych wykracza poza
program wyktadu.

3Przypominam, ze szereg Taylora tej funkcji w zerze to szereg zerowy.

14Widzieliémy to na przykladach w pierwszym semestrze.

15Ty i dalej podane przedzialy sa przyktadowe.

16 Jedli np. wiem, ze f € C(R) oraz f(z)=sinz dla x € (0,1), to moge mieé

flx)=¢€" dla z €(2,3)

albo moge mieé

flx)y=vz  dlaze(2,3)
albo jak mnie poniesie fantazja, réwnie dobrze moge miec¢
f(x)=cos (ezﬂ+\ﬁ7) dla z€(2,3).
Tnnymi stowy: Jedli funkcje f i g sa analityczne na R oraz f(z)=g(x) dla = € (0,1), to wéwczas

f(z)=g(z) dla kazdego x € R.
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