Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 34 (Sroda 6 maja 2020)
Szeregi potegowe (c.d.)

Dzis$ kilka zadan ilustrujacych zastosowanie szeregéow potegowych.

407. Niech f:R — R bedzie funkcjg zdefiniowang wzorem
fla)=a% ¢ .

Obliczy¢ f*)(0) dla k=50, 51, 52, ..., 60.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Ze wzoru!
o0 J;n
ex = 7|
n=0 TV
wynika
7 00 x7n
=2 —
n=0 TV

i w konsekwencji
00 x7n+22

fla)=a®e" =3
n=0

Zapisaliémy wiec funkcje f w postaci sumy szeregu potegowego zbieznego na calej proste;j.
Ze wspotezynnikow tego szeregu mozna odcezytaé¢ pochodne funkcji f w zerze, a doktad-
niej: jesli w szeregu wystepuje wyraz a,x”, to

FE0)=k!-ay.

n!

Interesujace nas niezerowe wyrazy szeregu potegowego odpowiadaja n=4, k=50 oraz
n=>5, k=>5T7.

Wobec tego
50!
(50) (()) —
57!
GBI (0) =
oraz
fR0)=0

dla pozostatych k wymienionych w tresci zadania.

408. Niech f:R — R bedzie funkcja ciggta zdefiniowang dla x # 0 wzorem
2020

et — Y I

n=0 n!
flz)= 2021

Obliczyé¢ f(0) oraz f'(0).

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

1Jedli czujesz sie niepewnie patrzac na wzory ze znakiem Y, rozpisz sobie kazda z sum "z kropecz-
kami”, aby wyraznie widzie¢, jakie skladniki zawiera.
) b
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Rozwigzanie:
Ze wzoru
(e.9] wn
ex = 7|
n=0 TV
wynika

i w konsekwencji

- 2020 .
_ﬂ_ S Lm_ 3 xin
flx)= 2021 _n:;(m n! _nZ:() (n+2021)!

Dla z # 0 zapisaliémy wiec funkcje f w postaci sumy szeregu potegowego zbieznego
na calej prostej, a poniewaz zaréwno funkcja f jak i suma powyzszego szeregu potegowego
sg funkcjami ciggtymi, réwno$é zachodzi takze dla x =0.

Wobec tego?

1
10)= 2021!
oraz>

F(0) =

-~ 2022!
409. Obliczy¢ sume
> n
n=1 2n .

Wskazoéwka: Obliczy¢ sume szeregu potegowego
> na".
n=1

W tym celu zastanowi¢ sie, jakiego prostego szeregu pochodng jest ten szereg lub szereg
bardzo do niego zblizony.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

2Uwzgledniajac wyraz ostatniego szeregu odpowiadajacy n = 0.
3Uwzgledniajac pochodng wyrazu odpowiadajacego n=1.
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Rozwigzanie:
Po obustronnym zrézniczkowaniu wzoru*
o0
St
n=0 l—x

otrzymuj emy5
0 1
n—1__
2 S i

skad po obustronnym wymnozeniu przez x dostajemy

Podstawienie x =1/2 daje po lewej stronie szereg liczbowy z tresci zadania, a prawa
strona jest réwna 2.

Odpowiedz: Szereg liczbowy podany w tresci zadania ma sume 2.

W ponizszym zadaniu masz podany szkielet rozwigzania. Twoje zadanie
to uzupeknié¢ brakujgce fragmenty w miejscu kropek.

(="

410. Obliczy¢ sume szeregu

oo
>
n=0

3n+1
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f dana wzorem
o0 x3n+1
= : 1
f@)=3 F (1)

Przedzialem zbieznosci szeregu potegowego definiujacego funkcje f jest przedziat ............
Na tym przedziale funkcja f jest ciggla, a we wnetrzu tego przedziatu mozemy roéznicz-
kowaé szereg potegowy wyraz za wyrazem. Tak wiec we wnetrzu przedziatlu zbieznosci
funkcji f mamy

Zatem funkcja f jest funkcja pierwotna powyzszej funkcji i do znalezienia wzoru definiu-
jacego funkcje f bez szeregu potegowego wystarczy obliczy¢ catke [ f/(x)dx.
Korzystajac ze wzoru
/ az?+br+c

1—a3
V3 (b+c)njl—z| (b+c)ln(z*+2+1) aln|l—23|
= —b _ t — —
(c—b) 5 "arc g( 7 ) 3 + 5 5 +C

dlaa=......... b= s C= e otrzymujemy

dx =

4Wzér ten jest prawdziwy dla x € (—1, 1).
5Skladnik odpowiadajacy n=0 jest zerowy, wiec go pomijamy.
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fz)= / FUE)AZ = v G

W celu dobrania odpowiedniej statej catkowania C' poréwnujemy wzory (1) i (2) dla
T= .. Zgodnie ze wzorem (1)

natomiast wzér (2) daje

Stad

) . (3)

Przyjmujac x = ...... we wzorze (1) otrzymujemy dany w zadaniu szereg liczbowy jako
TOWNY .oeeennirnnne. Z drugiej strony wzér (3) daje
T ) o s =

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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410. Obliczy¢ sume szeregu
(=1)"

oo
>
n=0

3n+1°
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f dana wzorem
fe'e) $3n+1
= . 1
f@)=3 S (1)

Przedzialem zbiezno$ci szeregu potegowego definiujacego funkcje f jest przedzial [—1,1).
Na tym przedziale funkcja f jest ciggla, a we wnetrzu tego przedzialu mozemy roznicz-
kowaé szereg potegowy wyraz za wyrazem. Tak wigc we wnetrzu przedziatu zbieznosci
funkcji f mamy

& 1
/ o 3n —
Zatem funkcja f jest funkcja pierwotna powyzszej funkcji i do znalezienia wzoru definiu-
jacego funkcje f bez szeregu potegowego wystarczy obliczy¢ catke [ f/(x)dx.

Korzystajac ze wzoru

ar’+br+c
juttbeie,

1—a3

V3 1+2z\  (b+o)n|l—z| (b+o)n(z?+x+1) aln|l—23
— (e—b) Y2 arct _ _
(c )3 arcg( \/§> 3 + 5 5 +C
dla a=0, b=0, c=1 otrzymujemy

1+2 In|1— In (22 1

f(m):/f’(m)da::?-arctg( —\i;gx)_ | 3 x|+ n(e —ga:—l— )—i-C. (2)

W celu dobrania odpowiedniej stalej catkowania C' poréwnujemy wzory (1) i (2) dla
x=0. Zgodnie ze wzorem (1)

natomiast wzér (2) daje

f(O)zﬁarctg(l/\/g)—mfl—l—lnfl—i-C:@—i-C.
3 3 6 18
Stad
\/377
C=—"1g

1 ostatecznie

3 1+2 In|1— In (22 1 3
f(x)zi-arct ( + x)_ n| oc|+ n(zx’+z+ )_\/_7?. 3)
3 V3 3 6 18
Przyjmujac x = —1 we wzorze (1) otrzymujemy dany w zadaniu szereg liczbowy jako
réwny — f(—1). Z drugiej strony wzér (3) daje

In2 Inl In2 In2
F-1)= Y2 aretg (—1/v3) - B2 L V3T VSm W2 vim_ yor 2
3 3 6 18 18 3 18 9 3

37 In2

5

Odpowiedz: Suma danego w zadaniu szeregu liczbowego jest rowna
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