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Dzienn 35 (czwartek 7 maja 2020)

Ciagi i szeregi funkcyjne.
Dzi$ zajmiemy sie bardziej ogdélnymil ciggami i szeregami funkcyjnymi, to znaczy
takimi ciggami i szeregami, ktorych wyrazy sa funkcjami. Przypominam, ze ciag i szereg
to naprawde taki sam obiekt, tylko nieco inaczej podany. W ciggu podajemy? wyrazy,
a w szeregu chodzi nam o ciagg coraz dtuzszych sum czesciowych — wowczas wyrazami
nazywamy sktadniki wystepujace w tych sumach.

Przyktad szeregéw potegowych troche nas rozpiescit: Po pierwsze obszar zbieznosci
szeregu potegowego jest bardzo porzadnym zbiorem?, a po drugie suma szeregu potego-
wego jest bardzo porzadng* funkcjg i w dodatku szereg taki mozna dowolnie wiele razy
rozniczkowaé wyraz za wyrazem. Okazuje si¢ jednak, ze przy zupelnie dowolnych ciggach
i szeregach funkcyjnych tak dobrze juz nie jest.

Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie ciggami funkcyjnymi. To obejmie tez szeregi funk-
cyjne, tyle tylko, ze nalezy rozumie¢ szereg jako ciag sum czesciowych.

Ciagiem funkcyjnym nazwiemy ciag (fn),cn, gdzie funkcje f, sa okreslone® na wspél-
nej dziedzinie. Powiemy, ze ciag (f,) jest zbiezny punktowo® do funkcji” f (okreslonej
na tej samej dziedzinie, co funkcje f,,), jezeli dla kazdej liczby z nalezacej do wspdlnej
dziedziny rozwazanych funkcji zachodzi zbieznos¢

Jim fulw) = f(2).

Zapiszemy to symbolicznie®:

fa= [

Do tego dopowiemy wyraznie "przy n — oo” lub zostawimy to w domyséle, jesli uznamy,
ze jest to jasne z kontekstu.

Zbieznos¢ punktowa jest wiec doktadnie tym, co stosowaliémy w przypadku szeregdéw
potegowych. Po prostu dla kazdego punktu wspoélnej dziedziny z osobna rozwazamy
zbieznoéé ciggu liczbowego? o wyrazach bedacych wartoéciami poszczegélnych funkeji f,,
w tym wtasnie punkcie.

'Dotad poznaliémy jedynie szeregi potegowe — jest to bardzo szczegdlny rodzaj szeregéw funk-
cyjnych.

?Najczesciej gotowym w miare prostym wzorem.

3Przedziatem.

4Nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna.

5Lub rozwazane na wspélnej dziedzinie. Nawet jesli wzory, ktérymi okreslone sg funkcje, maja sens
na wigkszym zbiorze, to z kontekstu powinno by¢ jasne, do jakiego zbioru je ograniczamy.

6P4ki co mozemy przystéwek ” punktowo” lub przymiotnik ”punktowa” w sformulowaniu ” zbieznoéé
punktowa” taktowaé jak niewiele znaczacy ozdobnik, ale niedtugo te stéwka stang sie bardzo istotne.

"Oznaczenia tu przyjete podyktowane sa wzgledami dydaktycznymi — oznaczenie granicy punktowej
ciagu (f») przez f, gdzie to wszystko sa funkcje, pozwala sie latwo rozeznaé, co jest czym i do czego
pasuje. Nalezy sobie jednak zdawac¢ sprawe, ze gdyby kto$ wzial sobie za bardzo do serca obowigzujace
konwencje, to powinien uznaé, ze literka f oznacza ciag (f,), jako ze f, oznacza n-ty wyraz ciagu f.

8Zauwaz, ze w tym zapisie uzywamy nazw funkcji, a nie ich wartoéci w punkcie z.

9Lub szeregu liczbowego.
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Popatrzmy teraz na dwa przyktady, ktore pokaza, ze z ogélnymi ciggami i szeregami
funkcyjnymi moze nie by¢ tak fajnie jak z szeregami potegowymi.

Przyktad 1: Rozwazmy ciag funkcyjny (f,,), w ktérym funkcje f,,:R— R sg okreslone
wzorem: .
)=
Jesli komus$ to pomoze, to mozna tez przyjac, ze

1
fl(x):m

fulz) = fi(nz).
Wtedy bedzie wida¢, ze wystarczy wyobrazi¢ sobie wykres funkcji f, a woéwczas wykres
funkeji f,, jest wykresem funkcji f; zwezonym n-krotnie w poziomie (rys. 1).

oraz

11Y
y = fi(z)
FAN f3 y= f2(2)
fa
f10
f20
1 0 1 G
rys. 1
Ay
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rys. 2
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Granice punktowa ciagu (f,,) mozna odezytaé z rysunku 1 i zobaczy¢, ze jej wykres
jest przedstawiony na rysunku 2.

Mozna ja tez wyliczy¢ "na slepo” bez wyobrazania sobie wykreséw poszczegolnych
funkcji:
0 dlax=#0

1 dlaxz=0

. . 1
lim f,(z)= lim Tt = {

Zatem funkcja f:R— R bedaca granica punktowa ciagu (f,,) okreslona jest wzorem

0 dlaz#0
1 dlaz=0

Przy tych oznaczeniach mozemy zapisaé¢ f, — f.

Co wynika z powyzszego przyktadu? Mamy oto zbiezny!® cigg funkcyjny. Wyrazy
tego ciggu sg bardzo porzadnymi funkcjami: nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalnymi
na catej prostej'!. A graniczna funkcja nie jest nawet ciggta. Co prawda tylko w jednym
punkcie, ale jest to wynikiem kompromisu migdzy prostota przyktadu, a pokazaniem
spektakularnego zjawiska — spokojnie mégtbym uzyska¢ wiecej nieciggtosci funkceji gra-
nicznej za cen¢ komplikacji przyktadu.

Przyklad 2: Rozwazmy szereg'? funkcyjny

icos(n-?)”-x)'

n=1
Wyrazy tego szeregu sa réwniez bardzo porzadne!'®, a ponadto sg one funkcjami okre-
sowymi o okresie'* 27. Skoro tak, to wystarczy przyjrzeé¢ sie zachowaniu tego szeregu
na przedziale dtugosci 27, powiedzmy [0, 27]. Interesowaé nas bedzie obszar zbieznosci
tego szeregu, czyli rozstrzygniecie®, w ktérych punktach szereg jest zbiezny, a w ktoérych
rozbiezny.

n

Przyjrzyjmy si¢ danemu szeregowi w pewnych szczegdlnych punktach, dobranych tak,
aby tatwo byto rozstrzygnaé jego zbieznosc.

Dla x =0 otrzymujemy szereg

Y

S|

)
>
n=1

czyli szereg harmoniczny, a wiec rozbiezny. Podobnie jest dla'® x = 27.

107biezny punktowo, ale na razie nie wiemy, aby mégt byé zbiezny inacze;j.

1A nawet analitycznymi na calej prostej, jesli kto§ pamieta, co to funkcje analityczne.

12 Akurat tym razem wygodniej jest mi rozwazaé szereg, a nie cigg.

13 Nieskorficzenie wiele razy rézniczkowalne na calej prostej, a nawet analityczne.

14Tak naprawde to wszystkie wyrazy tego szeregu maja tez okres 27/3, ale nie bede robil z tego
uzytku.

5Tak po prawdzie to tego do konca nie rozstrzygniemy, ale zdobedziemy wystarczajaca motywacje,
aby tak postawiony ambitny cel porzucié.

16Q0raz dla x =2k, ale ze wzgledu na okresowo$é¢ wyrazéw szeregu interesuja nas tylko punkty z prze-
dziatu [0, 27].
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Dla z =7 otrzymujemy'” szereg

SEETR S {E

czyli szereg anharmoniczny, a wigc zbiezny.

Naniesmy te informacje na o$ liczbowg zaznaczajgc na czerwono punkty, w ktérych
szereg jest rozbiezny, a na zielono punkty, w ktorych jest zbiezny (rys. 3).

0 T 2T

[ ]
A

rys. 3

k
Dla z = %, gdzie k=1,2,4,5, otrzymujemy szereg

o9 COS(%) 9 COS(k’?’L'Bn*l-ﬂ') 00 (_1)kn-3”_1 9 (_1)kn oo ((_1)k>n
nz::l n _nz::l n _nZ=:1 n _nz::l n _nzz:l n 7

czyli zbiezny szereg anharmoniczny dla k nieparzystych oraz rozbiezny szereg harmo-
niczny dla k parzystych.

Nanosimy te informacje na o$ liczbowa (rys. 4).
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rys. 4

k
Teraz rozwazamy x = ?ﬁ’ gdzie k jest liczba catkowityg dodatnig mniejszg od 18,

niepodzielng przez 3. Otrzymujemy szereg!'®

o cos ( k3t k- o kn -3 2. k. 0o (_1)kn-3"7?

n=1 n n=2 n 3 n=2 n
o) £ 5) £ T

czyli zbiezny szereg anharmoniczny!'® dla k nieparzystych oraz rozbiezny szereg harmo-
niczny dla k parzystych.

Nanosimy te informacje na os liczbowa (rys. 5).
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rys. 5

"Pamietajac, ze coskm = (—1)*, a wartosé¢ (—1)* zalezy tylko od parzystoéci liczby k. W szczegdlnosci
(=)™ = (=",

bo liczby n-3™ oraz n sa tej samej parzystosci.

W trakcie rachunkéw wylaczamy przed szereg pierwszy skladnik (odpowiadajacy n=1) — nie
wplywa on na zbieznoéé szeregu.

9Naprawde jest to szereg anharmoniczny bez pierwszego wyrazu. Podobnie szereg harmoniczny chwile
dalej zaczyna sie od drugiego wyrazu.
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T
Teraz rozwazamy x = 57 gdzie k jest liczba catkowita dodatnia mniejsza od 54,
niepodzielng przez 3. Otrzymujemy szereg?’

i cos(k”';‘;'”) s <k‘7r> +cos (%T’T) +§ cos (kn-3"3.7) B

o n 9 2 n

n=3
k- Ccos 2k 1kn3n3 k- coSs 2k-m 0o (_1)kn
:cos< W>+ (3>+Z ) —cos( 7T>+ (23>+Z( )"
1

9 n 9
:COS<’<7§7T>+COS( &l )+Z (= >”“)n

czyli zbiezny szereg anharmoniczny?! dla k nieparzystych oraz rozbiezny szereg harmoni-
czny?? dla k parzystych.

Informacje te znajdziemy na rysunku 6.
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rys. 6

k
W analogiczny spos6b?® mozna udowodnié, ze dla x = —Z dany szereg jest zbiezny
w przypadku £ nieparzystego i rozbiezny w przypadku k parzystego.
Widzimy wiec, ze szereg jest zbiezny w punktach, ktére lezg gesto na prostej,

a rozbiezny w innych punktach, ktore tez lezg gesto na prostej.

Obszar?? zbieznodci rozwazanego szeregu funkcyjnego jest wiec jakas totalng siecz-
ka. Nie bedziemy nawet zastanawia¢ si¢ nad jego zbieznoscia w innych punktach niz
wymienione powyzej.

Podsumujmy:

\%% przypadku ciggu funkcyjnego przejscie graniczne nie zachowuje ciggto-
$ci. Granica® ciggu funkcji ciggltych? nie musi byé ciggla. A obszar zbieznosci
ciggu lub szeregu funkcyjnego moze by¢ bardzo kapry$nym zbiorem.

20Tym razem wytaczamy przed szereg dwa sktadniki (odpowiadajace n=1 oraz n=2).

21Bez dwéch poczatkowych wyrazéw.

22Tez bez dwoch wyrazéw.

2To jest tylko i wylacznie kwestia odpowiedniego zredagowania dowodu. W podanych punktach
otrzymujemy prawie szereg anharmniczny lub harmoniczny. ”Prawie”, bo nie zgadza sie skonczenie
wiele poczatkowych wyrazéw, co jednak nie wplywa na zbieznos¢.

24W zasadzie jest tu pewne naduzycie, gdyz stowo ”obszar” kojarzy si¢ zwykle z w miare porzadnymi
zbiorami.

25 Punktowa.

26 A nawet rézniczkowalnych.
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