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Dzien 36 (piatek 8 maja 2020)
Ciagi i szeregi funkcyjne (c.d.).

Podsumowanie wniosk6w z wczorajszych przyktadow:

W przypadku ciggu funkcyjnego przejscie graniczne nie zachowuje ciggto-
$ci. Granica! ciggu funkcji cigglych? nie musi byé ciggla. A obszar zbieznosci
ciggu lub szeregu funkcyjnego moze by¢ bardzo kaprysnym zbiorem.

Dzi$ postaram si¢, na ile to mozliwe, wyjasnic¢ skad biorg sie powyzsze problemy i jaka
jest recepta na ich rozwigzanie.

Ot6z majac ciag funkcyjny, czyli taki, ktérego wyrazy sa funkcjami, zdefiniowalismy
przejécie graniczne® bez uwzgledniania w procesie tego przejécia granicznego, ze obiek-
ty, ktorymi operujemy, sa funkcjami. PrzechodziliSmy do granicy osobno dla kazdego
punktu wspolnej dziedziny rozwazanych funkcji, a nastepnie z tak uzyskanych granic
ciagéw liczbowych skmponowalismy funkcje graniczng. Odpowiednie przejécie granicz-
ne powinno jednak uwzglednia¢ nature wyrazéw ciggu?, bo tylko wtedy mamy szanse
na zachowanie podstawowych wlasnoéci® tych obiektéw.

Wr6émy wiec do definicji granicy ciggu liczbowego, ktéra to definicja sprawdza sie
znakomicie. Ciag liczbowy (a,) jest zbiezny do granicy g, jezeli

Y 3IV |lan—gl<e.

e>0Nn>N

Intuicyjna opowiastka jest taka, ze dalekie wyraz ciggu maja by¢ bliskie granicy. Za caly
mechanizm uzaleznienia dalekiego posuniecia sie¢ w ciggu stosownie do malosci epsilo-
na odpowiada uklad kwantyfikatoréw, ktéry jest tu do$é uniwersalny®. Calosci dopel-
nia mozliwos¢ okreslania bliskosci dwdch liczb rzeczywistych? dzieki pomiarowi zwyktej
geometrycznej odlegtosci miedzy liczbami na osi liczbowej. Odlegltoscia liczb = i1 y jest
po prostu modut ich réznicy: |x —y|. Skoro mamy miare tego, jak bardzo dwie liczby sie
roznig, to mozemy te miare wkomponowaé¢ w definicje granicy ciggu liczbowego.

Przez analogie mgliby$my przyjaé, ze ciag funkeyjny (f,) jest zbiezny® do funkcji
granicznej f wtedy i tylko wtedy, gdy

Y 3 V (miara tego, jak bardzo f, rézni sie od f)<e.
e>0Nn>=N

Trzeba wiec umoéwié sie jakos sensownie co do sposobu mierzenia® jak bardzo dwie funkcje
sie roznig.

'Punktowa, bo innej na razie nie znamy.

2 A nawet rézniczkowalnych.

3Czyli zbieznoéé punktowa.

4Czyli w tym wypadku funkcji.

W tym momencie interesuje nas cigglogé.

5Wiec nie bedziemy przy nim majstrowaé.

"W tym wypadku a,, oraz g.

8Mozna sie spodziewaé, ze to juz bedzie inny rodzaj zbieznodci niz znana nam zbiezno$é punktowa.
9Mierzenia liczba rzeczywista nieujemna.
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Do pewnego stopnia jest tu dowolnosé umowy'?, jesli jednak mamy osiggnaé¢ odpo-
wiedni cel, to jedna umowa jest lepsza od innych.

Okazuje sie!!, ze w kontekscie funkcji ciggtych najodpowiedniejszg miarg tego, jak
bardzo r6znig sie dwie funkcje, jest spojrzenie na najwicksza'? mozliwg ich réznice w tym
samym punkcie.

Przyjmiemy wiec, ze miarg'® tego, jak bardzo réznig sie funkcje f i g okreslone
na wspolnej dziedzinie D, jest liczba

sup | /(z) — g(a)| =sup {|/(+) —g(x)|: v € D} .

Opakujmy to teraz w oznaczenia, jakie sa w matematyce powszechnie uzywane. Norma
supremum'? funkcji f okreslonej na zbiorze D nazywamy liczbe!®

If1] =sup | f(z)] .
reD

Liczba ta mierzy jak duza jest funkcja f, przy czym miarg wielkosci funkcji f jest kres
gorny zbioru moduléw jej wartosci. Norma supremum dla funkcji jest odpowiednikiem
wartosci bezwzglednej dla liczby rzeczywiste;j.

Miarg tego, jak bardzo réznia sie dwie funkcje, jest norma'6 ich réznicy'”, w przypadku
funkeji f i g bedzie to || f —g]|.

Wobec tego definicje zbieznosci ciggu funkeyjnego (f,,) do funkeji f, ktora to definicje
naszkicowalismy jako

Y 3 V (miara tego, jak bardzo f, rézni sie od f)<e,
e>0Nn>N

mozna teraz doprecyzowaé nastepujaco

VIV - fll<e.

>0 Nn>=N
Widaé tu niezwykle podobienistwo!® powyzszej definicji do definicji zbieznogci ciggu. Poza
uzytymi innymi literkami jedyna réznica jest taka, ze zamiast modulu (jedna kreska)
mamy norme (dwie kreski).

10To troche tak, jakby zapytaé, czy w lipcu ktérego$ tam roku bylo goraco. Ktoé powie: Bylo goraco,
przeciez 13-go byto ponad 40 stopni. A kto$ inny powie: Alez skad, w pozostate dni bylo zimno jak diabli,
$rednia temperatura ledwie przekroczyla 10 stopni. Kto ma racje? Kazdy swoja. A to czy przywiazemy
wieksza wage do maksimum temperatury czy do $redniej, zalezy od tego, do czego nam to jest potrzebne.

1 Tego nie jestem w stanie tu wyjaéni¢ — trzeba liznaé troche analizy funkcjonalnej, aby to do glebi
zrozumiec.

12Gt6wko "najwieksza” jest w tym rozbudowanym zdaniu najzgrabniejsze jezykowo, ale w istocie
chodzi mi o kres gérny, a nie maksimum.

I3W teorii przestrzeni metrycznych, ktéra obejmuje te sytuacje, nazywa sie to odlegtoéciag miedzy
punktami przestrzeni metrycznej — w tym wypadku punktami odpowiedniej przestrzeni metrycznej sa
rozwazane przez nas funkcje.

1483 na $wiecie normy rézne. Ale nas interesuje ta jedna. Stowo ”supremum” wyjaénia, o ktéra norme
chodzi.

5Nalezy zwrécié uwage na to oznaczenie. Po pierwsze, pod znakiem normy jest funkcja f, a nie
warto$é f(z). Po drugie, w domyséle lub w kontekécie pozostaje zbiér D, na ktérym obliczamy norme.
Po trzecie, pelny zapis wygladalby tak: || f||eo — indeks oo méwi, ze chodzi o norme supremum.

16Pozwole sobie opuszczaé stéwko ”supremum”, gdyz innych norm na stole nie mamy.

7TPodobnie: miara tego, jak bardzo réznia sie dwie liczby, jest modut ich réznicy.

18Chodzi o graficzne podobiefstwo napisu.
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Zdefiniowany powyzej rodzaj zbieznosci nazywamy zbiezno$cig jednostajng i zapisu-
jemy jako f, =3 f (w domyéle: przy n — o0).
Wyjasnienia wymaga stowko ”jednostajna”, ktore juz sie pojawito w pierwszym se-
mestrze przy okazji ciggtosdci'® funkeji.
Warunek
Y3 = fll<e

jest rownowazny warunkowi

vV fa—fli<e

>ON >N
Co prawda w kazdym z tych warunkéw dobor N do epsilona jest inny, ale wobec do-
wolnosci epsilona, koniec koncéw nie ma to znaczenia — po prostu przyjeto sie pisac
nier6wno$c¢ ostra. Z kolei nieréwnosc¢

o= flI<e
czyli®?
sup {|fn(z) = f(2)]: v€ D} <e
jest réwnowazna warunkowi

Y | fulz) = fl2)]<e.
xzeD
Zatem jednostajng zbieznos¢ f, = f mozna zdefiniowaé¢ warunkiem

3 ¥ Y falr) = fla)l <e,

e>0Nn=Nz
co wobec dowolnosci epsilona jest rownowazne warunkowi

V3V Y Ifalz) = flz)] <e.

5>0Nn>N:r
Poniewaz mozna zmienia¢ kolejnosé kwantyﬁkatoréw tego samego rodzaju stojacych
obok siebie, ostatni warunek mozemy przepisa¢ jako

V3V Y fule) - f@)] <e. (=)

e>0NzeDn=N
Wréémy teraz do warunku zbieznosci punktowej f,, — f. Mozemy go zapisa¢ jako
Y fulz) = fl2),
xzeD
co po uwzglednieniu definicji granicy ciggu liczbowego przybiera postaé

VoV 3V |fule)=fla)]<e.

zeD €>0Nn>
Po zmianie kolejnosci pierwszych dwoch kwantyfikatoréw otrzymujemy:
n x)|<e.
Y Y3 Y [fula)= (@) (~)

Jaka jest réznica miedzy warunkiem zbieznosci punktowej (—) i warunkiem zbieznosci
jednostajnej (=) ? Tylko taka, ze w pierwszym warunku mamy uktad kwantyfiktorow

Y 3, a w drugim zamiast tego jest EI v Od tego uktadu kwantyfikatorow zalezy, czy
xEDN

dobdér N do € jest niezalezny od =, Czy tez ma prawo od x zaleze¢. Stowo ”jednostajna”
oznacza, ze dobor N do ¢ jest niezalezny od .

Przypomne, ze ciagloéé jednostajna to silniejszy warunek ciaglosci, o czym troche za chwile.
20Caly czas przyjmujemy, ze D jest wspélna dziedzing funkcji f,, oraz f.

Dzien 36 (pigtek 8 maja 2020) - 276 - Strony 274-278



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Podobnie jest z ciggltoscig funkcji:
v v 3 ¥ [f(e)=f(x)l<e,

e>0xoeDy >0 =z€Dy
[z—2q|<d

gdzie dobér delty do epsilona ma prawo zalezeé¢ od x, ale przy ciggloéci jednostajnej?!
ten dobor jest od zy niezalezny??:

V3 VY |f(x)—f(z0)l<e.
e>06>0xo€Dy =€Dy
|z—2q|<d

Podobnie jak ciggtos¢ jednostajna funkcji jest warunkiem mocniejszym niz ciggtosé,
tak zbieznos¢ jednostajna ciagu lub szeregu funkcyjnego jest warunkiem mocniejszym
niz zbiezno$¢ punktowa.

Ostrzezenie!!!

Z doswiadczenia wiem, ze niektéorzy studenci myla jednostajng cigglosé
z jednostajng zbieznosciag. To sg rdézne pojecia i dotycza innych obiektow
matematycznych. Jednostajna ciggltos¢ jest wlasnosciag pojedynczej funkcji
i jest wzmocnieniem warunku cigglosci. Natomiast jednostajna zbieznos¢ jest
wlasnoscig ciggu (lub szeregu) funkcyjnego i jest wzmocnieniem warunku
zbiezno$ci punktowej.

Stowo ”jednostajna” oznacza tyle, ze dobér ¢ lub N do epsilona odbywa sie jednako-

wo? na calej dziedzinie?*.

Jak sobie wyobrazi¢, czym jest zbieznos¢ jednostajna ciggu funkcyjnego? Popatrz
na rysunek 1.

rys. 1

2L A wiec mocniejszej.

22Ta niezaleznoéé jest zaznaczona odpowiednia kolejnoscia kwantyfikatoréw.

23Czyli jednostajnie.

24Chodzi o dziedzine pojedynczej funkcji, gdy méwimy o cigglodci, albo wspélng dziedzine funkcji
bedacych wyrazami ciagu/szeregu funkcyjnego, gdy méwimy o zbieznosci.
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Jesli narysujemy sobie wykres granicznej funkcji f oraz jego przesuniecia w gore i w dot
o €, to prawie wszystkie?® wyrazy ciggu funkcyjnego maja wykresy catkowicie mieszczace
sie w zakrzywionym pasie ograniczonym przez te przesuniecia. Jest to bowiem geome-
tryczna interpretacja nierownosci

f(x)—e<fulz) < flz)+e,

ktére przy odpowiednio duzych?® n muszg?” zachodzié¢ dla kazdego x € D.

Przepisujac warunek jednostajnej zbieznosci f,, = f z postaci
VIV |fi-fll<e

e>0Nn>=N
do dziwacznie wygladajacej postaci

V3V |lfa—fl—0|<e

e>0Nn>N

dostrzegamy w tym ostatnim definicje zbieznosci ciggu liczbowego (|| fn — f1]),,eny do zera.
Mozemy wiec powiedzie¢, ze f, = f jest réwnowazne warunkowi

lim | f, — f[[=0.

Taka posta¢ warunku jednostajnej zbieznosci moze sie przydaé¢, bo gdy uda nam sie
wyliczy¢® || f, — f|l, mamy szanse na rozstrzygniecie jednostajnej zbieznosci tak skom-
plikowanego obiektu jak cigg funkcyjny, badajac tak prosty obiekt jak cigg liczbowy.

Na zakonczenie kilka uwag uzupetniajacych (zakladamy, ze wszystkie wystepujace
funkcje sa okreslone na tej samej dziedzinie).

e Norma spelnia nier6wnos$¢ trojkata, to znaczy || f+gl| <||f1+l|gll-
)= (f—9).

o Jedli f, 2 f oraz g, =g, to (fu+gn) =2 (f+g) i analogicznie (f, —gx
e Jesli f, 3 f, to dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ zachodzi (c- f,,) = (c- f).

A dlaczego w ogdle zajmujemy sie zbiezno$cia jednostajng? To sobie wyjasnimy w na-
stepnym tygodniu. Okaze sie bowiem, ze granica jednostajnie zbieznego ciggu®® funkcji
ciggtych jest funkcja ciggly. Zbieznosé jednostajna $wietnie pasuje do swiata funkcji
ciagtych, bo ciaglos¢ zachowuje sie przy jednostajnych przejsciach granicznych. Ale be-
dziemy mie¢ cos wiecej, bo poznamy warunki, ktére zagwarantuja takze rozniczkowalnosé
granicznej funkc;ji.

25 Czyli wszystkie poza skonczona iloscia.

260dpowiednio duzych to znaczy wickszych od N dobranego do «.
277godnie z definicja jednostajnej zbieznosci f, = f.

28Lub choéby oszacowaé.

29Ewentualnie suma jednostajnie zbieznego szeregu.
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