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Dzien 37 (poniedzialek 11 maja 2020)
Zbieznos¢ jednostajna.

Podsumowanie wstepnych informacji o zbieznosci jednostajnej
z poprzedniego tygodnia.

Norma supremum funkcji ograniczonej! f: D — R

Il =sup |f(z)] .
z€eD

Nierownosé tréjkata dla normy supremum: Dla funkcji ograniczonych f,g: D —R
zachodzi

1f gl < +llgll -

Zbieznosé¢ punktowa ciagu funkcyjnego: Ciag funkeyjny ( f,,) jest zbiezny punktowo
do funkcji f, co zapisujemy jako f, — f, jezeli dla kazdego x nalezacego do wspdlnej
dziedziny funkcji f,, oraz f zachodzi

lim f,(2) = f(2).

n—oo

Zbieznosé jednostajna ciagu funkcyjnego: Ciag funkeyjny (f,,) jest zbiezny jedno-
stajnie do funkcji f, co zapisujemy jako f, = f, jezeli

lim || f,— fl[=0.

n—oo
Konieczne zatozenie: Funkcje f, oraz f sa okreslone na wspolnej dziedzinie.

Wskazane zatozenie: Funkcje f,, oraz f s ograniczone?.

A teraz wazne twierdzenie ...

Twierdzenie: Jezeli ciag ograniczonych funkeji ciaglych (f,,) okreslonych na wspélnej
dziedzinie jest zbiezny jednostajnie do funkcji® f, to funkcja f jest ciagta.

Gtowny element dowodu:

Nie jest celem tego wyktadu wchodzenie w teorie na tyle gteboko, aby dowodzié
wszystkich prezentowanych twierdzen, ale warto przedstawi¢ pewne charakterystyczne
elementy niektérych dowodow.

Tak naprawde, udowodnimy, ze jezeli f, = f oraz wszystkie funkcje f, sg ciggle
w punkcie zy nalezacym do ich wspoélnej dziedziny D, to takze funkcja graniczna f
jest ciggla w xg.

!Funkcja f musi byé¢ ograniczona, aby norma supremum byla liczba skoficzona. Na, upartego mozna
byloby sie uméwié, ze norma supremum funkcji nieograniczonej jest nieskonczonoscia, ale raczej tego
nie robimy.

2Jak kto$ chce sie sili¢ na ostabianie naturalnych zatozen, to moze tylko zatozy¢, ze réznice f, — f sa
funkcjami ograniczonymi.

30kreslonej na tej samej dziedzinie, co funkcje f,,.
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Zapiszmy przy pomocy kwantyfikatoréw warunki?, ktére zostaty uzyte w powyzszym?
zdaniu:
Zalozenie: f, 2 f:
nlx)—f(x)]| <e. Z1
Y39 Y (e = f (@) (21)
Zalozenie: f, sa ciaglte w z:

VTS WL, (@)=l <e. (22)
|xg—xg|<d
Teza: f jest ciaglta w zg:

oo ¥, Vo —fl<e (1)
Teraz gtéwny element dowodu wyglada nastepujaco: Dowodzimy warunku (7), przy

czym mozemy korzysta¢ z warunkow (Z1) i (Z22).
Warunek (7') méwi: Dla kazdego ¢ istnieje taka J, ze co§ tam. Czyli do epsilona
musimy wskaza¢ procedure doboru odpowiedniej delty, a mozemy przy tym korzystac

z zatozen (Z1)1 (Z2).

Niech wiec € bedzie dowolna liczba dodatnia. Dobieramy do /3 liczbe N w warun-

ku (Z1). To oznacza, ze

€

g .

Ustalamy jakakolwiek liczbe n > N. Woéwczas dla tej liczby n zachodzi warunek:

RALACORIICH

. vD|fn(:c1)—f(w1)l<

n>Nxz1€

1
: 0

Dobieramy z warunku (Z2) delte do £/3 przy n ustalonym powyzej. Otrzymujemy
wowczas

€
Vo felz2) = fa(zo)l < 3 (2)
xo€D 3
|xg—xq|<d
Chcemy dowiesé, ze dobor § do € w/g powyzszej receptury spelnia wymagania wa-
runku (7'), czyli ze przy tym doborze

W 1f) ~ F (o)l <e. (T7)
lz—zg|<6

Niech x € D spelia warunek |z —xzq| <.
Stosujemy:
Warunek (2) do zo =2
[Fa (@) = fu (o) < 5 3)
Warunek (1) do z; = x:

3

[fu(@) = f(2)] <3 (4)

4Zamiast 21 w warunku (Z1) oraz x5 w warunku (Z2) naturalnie byloby napisa¢ . Dodajemy jednak
do z-6w indeksy, aby nie mieszaly nam sie z-y wystepujace w réznych warunkach.
5Zgodnie z tradycja, stowo "powyzszy” odnosi sie do zdania na dole poprzedniej strony.
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Warunek (1) do zy = zo:

[Fa (o) = f ()| < (5)
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata oraz z nieréwnosci (3), (4) i (5) otrzymujemy
|f (@) = f(@o)| =[f (@) = fu (@) + fu (%) = fu (w0) + fr (0) = [ (20)] <
< 1S (@) = Fa @)+ 1 () = Fu (o) + | (@0) = f (@0) < g + 5+ 5 =<

co dowodzi warunku (7T'T), a tym samym konczy dwoéd warunku (7).

Widzimy wiec, ze granica jednostajnie zbieznego ciagu ograniczonych funkcji ciagtych
okreslonych na wspdlnej dziedzinie jest funkcja ciagta.

Poniewaz szeregi to ciagi inaczej podane, to samo mozna sformutowaé¢ w odniesieniu
do szeregu funkcyjnego: Suma jednostajnie zbieznego szeregu ograniczonych funkcji cia-
gtych jest funkcja ciagla. Jednak, aby z tego zrobi¢ dobry uzytek, bedziemy si¢ musieli
nauczy¢ dowodzenia jednostajnej zbieznosci niektorych szeregéw funkcyjnych.

Tyle teorii na dzis.
A teraz troche zadan na poé¢wiczenie szacowania i obliczania norm konkretnych funk-
cji.

418. Oszacowaé od gory (przez dowolna, ale konkretna liczbe) norme supremum funk-
¢ji f:R— R zdefiniowanej wzorem
62% — 22+ 7

H@) =g i1

Wskazéwka: Oszacuj podane wyrazenie osobno w przypadkach |z| <11 |z|>1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Oszacujemy wyrazenie definiujace funkcje f rozwazajac dwa przypadki:
1° Gdy |z| <1, otrzymujemy:

62°—2?+7 _ 6-047 13

828 —x4+11 ~0—1+11 10

2° Gdy |z| > 1, otrzymujemy:
6_ .2 6_ 6
6x ac—|—7<6a: 0+7x _13<13

a8 —at+11  S8x8—a8+0 722 7

Wobec tego dla kazdej liczby rzeczywistej £ mamy

13
@l =f) <,

skad wynika nieréwnosé || f|| < 13/7.

419. W kazdym z zadan 419.1-419.15 podaj norme supremum funkcji f o podanym
wzorze i dziedzinie.

419.1. f(z)=Tsinz, D;=R, |f]=

419.2. f(z)=Tsinz—3, D;=R, | f|=

419.3. f(x)=Tsin*z—3, D;=R, |f|=

419.5. f(x)=logz—2, Dy=(L8), |fll=

419.6. f(z)=logyx—2, D;=(2,32), |f]l=

(z)
(z)
(z)
419.4. f(z)=T7sin*z—3, D;=R, |f||=
(z)
(z)
(z)

419.7. f x)= (10g2$)2 —6, Df = (év 4)7 ||f|| =

419.8. f(z)=(logx)’~6, Dy=(1,4), |f|=

87

419.9. f(z)=(logyx)' —6, Dj= (é, 4)7 £l =

419.10. f(z)=V2?+3z—2z, D;=(1,400), |f]=
r)=Va?+8r—x, Dy=(l,+00), |fll=

()
()
419.12. f(2)= V2 + 7222, D;=(1, +o0), |fll=
()
()

419.11. f

419.13. f(z)= V2342622 —z, D;=(1,+o0), |fll=
419.14. f(z)=Var'+ 1523 —x, D;=(1, +o0), |Ifll=

419.15. f(z)= V2148023 —z, D;=(1, +0), |f|=

Zapisz swoje odpowiedzi i poréwnaj jutro z odpowiedziami poprawnymi.
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