Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzienn 38 (wtorek 12 maja 2020)
Zbieznos¢ jednostajna (c.d.).

Zaczynamy od odpowiedzi do wczorajszego zadania.

419. W kazdym z zadan 419.1-419.15 podaj norme supremum funkeji f o podanym
wzorze i dziedzinie.

419.1. f(z)=Tsinz, Dy=R, |f||=7

419.2. f(x)=T7sinz—3, D;=R, | f||=10

419.3. f(x)=Tsin’x—3, D;=R, |f|=4

419.4. f(x)=Tsin’x—3, D;=R, |f| =10

419.5. f(x)=logz—2, D;=(L8), |fll=5

419.6. f(r)=log,x—2, D;=(2,32), |fll=3

419.7. f(z)=(log,x)’—6, Dy=(1,4), |[If|=6

87

419.8. f(x)=(logyx)’—6, D;=(},4), | f|=33

419.9. f(z)=(logyz)' 6, D;=(3,4), |fI=75

419.10. f(zx)=Va?+3zx—z, Dy=(1,+o00), |fl|l=3/2

419.11. f(z)=V22+8z—x, D;=(1,+0), |f]|=4

419.12. f(x)= Va3 +7a%—z, Dy=(1,+o0), |f|=7/3

419.13. f(z)=Va®+2622—z, D;=(1,+0), |f|=26/3

419.14. f(z)=Va'+1523—2, D;=(1,+0), |fl|l=15/4

419.15. f(z)= Va'+802%—z, Dy=(1, +c0), |f|=20
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A teraz uzupehienie wiadomogci o zbieznosci jednostajnej. Brakuje nam dwoch rze-
czy:
e Jak sprawnie dowodzi¢! zbieznodci jednostajnej szeregéw funkcyjnych?
e Jak to jest z rozniczkowalnoscig granicy ciggu lub sumy szeregu funkcyjnego?

Poniewaz nie jest celem wyktadu nadmierne wchodzenie w szczegoly teoretyczne,
ogranicze sie do zaprezentowania najwazniejszych twierdzen.

W zakresie zbiezno$ci szeregéw funkcyjnych, zasadniczym kryterium jest odpowied-
nik kryterium zbieznoéci bezwzglednej dla szeregéw liczbowych, z tym ze modul? jest
zastapiony norma®. A dokladniej:

o0 o0
Jezeli dany jest taki szereg funkcyjny > f,, ze szereg liczbowy >_ || ful|
n=1

n=1

o0
jest zbiezny, to szereg funkcyjny > f, jest jednostajnie zbiezny.
n=1

o

Zwracam uwage, ze szereg liczbowy > || fall jest szeregiem o wyrazach nieujemnych
n=1

i do dowodu jego zbieznosci mozemy wykorzysta¢ odpowiednie kryteria z teorii szeregdow

liczbowych — najbardziej uzyteczne wydaja sie kryterium poréwnawcze oraz kryteria
d’Alemberta i Cauchy’ego.

Podobnie jak w przypadku szeregéw liczbowych mamy odpowiednik warunku koniecz-
nego zbieznodci, ktéry przybiera postaé¢ kryterium:
Przypominam: Jezeli a,, /4 0, czyli |a,|# 0, to szereg liczbowy > a,, jest rozbiezny.

n=1
Analogicznie:

o0
Jezeli || f.]] /0, to szereg funkcyjny > f, nie jest zbiezny jednostajnie?.
n=1
To zatatwia problem jednostajnej zbieznosci szeregdéw funkcyjnych w najprostszych®
przypadkach.

Zanim wyjasnimy sobie sprawe rézniczkowalnosci przy przejsciu granicznym, popa-
trzmy na dwa przyktady ciggéw funkcyjnych.

Przyktad 1: Niech f,:IR — R bedg okreslone wzorem:

o) =22+

!Napisatem ” dowodzié”, a nie ”rozstrzygaé”, gdyz ze zbieznosci jednostajnej mozemy wyciggnaé dale-
ko idace wnioski, a z braku zbieznosci jednostajnej niewiele wynika. W konsekwencji bardziej ineresujace
beda sytuacje, w ktérych zbieznosé jednostajna jest, niz takie, gdzie jej nie ma.

2Czyli miara wielkosci liczby rzeczywistej.

3Normg supremum, czyli przyjeta przez nas miara wielkoéci funkcji.

4Ale moze byé zbiezny punktowo !!! Dlatego nie na miejscu byloby uzywanie w tym miejscu stowa
”rozbiezny” .

A bardziej skomplikowanymi przyktadami zajmowaé sie nie bedziemy.
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Funkcje f,, sa bardzo porzadne — nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne na catej pro-
stej. Ponadto

1

lim f,(z)= lim /2?2 +—=Va?=|z|,

n—oo n—oo n

skad wynika, ze ciag funkcyjny (f,) jest punktowo zbiezny do funkeji f okrelonej wzo-
rem f(z)=|z|, co mozemy zapisa¢ jako f, — f. Wykresy tych funkcji sa przedstawione

na rysunku 1.

Ay
2
I3
f
fs
,flO
50
1i
0 Z
rys. 1

7 oszacowan

|[fo(2) = f(2)] =

1 1/n 1/n 1
$2 +—— |ZE| = T < 1 = =
n Jer gz Jo+l40 VR
w ktérych przy =0 zachodzi réwnos¢, wynika

1
lfn—fll=—=—0 przy m— oo.

Vn
Wobec tego f, = f.

Podsumujmy: Mamy ciag funkcyjny o bardzo porzadnych wyrazach, zbiezny jedno-
stajnie, czyli najlepiej jak w tej chwili umiemy zdefiniowa¢. Ale graniczna funkcja nie
jest rézniczkowalna.

Morat: Granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji rézniczkowanych nie musi by¢ ré-

zniczkowalna. Czyli jednostajna zbiezno$¢ przy przejsSciu granicznym zachowuje
cigglosé, ale ré6zniczkowalnosci juz nie musi.
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Przyktad 2: Niech f,,:R — R beda okre$lone wzorem:
_ sinnx

ful) =

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, funkcje f, sa nieskonczenie wiele razy réznicz-
kowalne na catej prostej. Ich wykresy sg przedstawione na rysunku 2.

Ay
E
fl() / ’
LS00 XN
SRS
f2
rys. 2

Przyjmijmy f(z)=0. Wéwczas

1
||fn—f||zﬁ—>0 przy m— oo.

Wobec tego f, = f.
Pozornie jest lepiej niz przyktadzie 1, gdyz funkcja graniczna® okazata sie rézniczko-
walna nieskonczenie wiele razy. Mamy tez fajng’ zbieznosé ciggu funkeyjnego.

Jednak w rézniczkowalnoscei funkeji granicznej jest troche przypadkowosci. Jesli bo-
wiem rozniczkowalnos$é funkeji granicznej ma by¢ jakos powigzana z rézniczkowalnoscia
funkcji bedacych wyrazami ciagu funkcyjnego, to nalezatoby oczekiwac, ze

lim f,,(x) = f'(x),

czyli f/ — [’ (zbieznosé punktowa ciagu pochodnych do pochodnej funkeji granicznej).
Tymczasem

fr(z)=cosnx,

skad
f1(0)=1—1  przy n—oo.

n

Ale f(0)=0.

6Czyli funkcja stata réwna 0.
"Czyli jednostajna.
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Okazuje sie, ze zbieznoéé jednostajng mozna w prosty® sposéb wzmocnié tak, aby
przejscie graniczne zachowywalo rézniczkowatnosé. Wystarczy zatozy¢, ze nie tylko za-
chodzi zbieznos$¢ jednostajna f, = f, ale takze ciag pochodnych (f]) jest jednostajnie
zbiezny.

Sformulujmy to wyraznie:

Niech (f,,) bedzie ciggiem funkcyjnym® jednostajnie!® zbieznym do funk-
cji f. Jezeli wszystkie funkcje f, sa rézniczkowalne!'! i maja ciaggte po-
chodne, a cigg pochodnych (f)) jest jednostajnie zbiezny, to graniczna
funkcja f tez jest rézmiczkowalna i przy tym f’ jest ciggla. Ponadto
! X ', czyli granica ciggu pochodnych jest'? pochodng funkcji granicz-
nej.
To samo mozna przeformutowaé dla pochodnych wyzszego rzedu:

Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji majacych ciaglte pochodne do rzedu m wlacznie.
Zalozmy, ze ciag ten jest zbiezny jednostajnie do f. Jezeli dla k=1,2,3,...,m ciag (f,(f))
jest jednostajnie zbiezny, to funkcja f ma ciggte pochodne do rzedu m wtacznie i przy

tym dla kazdego k=1,2,3,...,m i kazdego = z dziedziny rozwazanych funkcji mamy
lim [P (z) = P (2).

Analogiczne twierdzenie zachodzi w przypadku szeregéw funkcyjnych. Jesli jednak
uwzglednimy, ze w zasadzie znamy tylko jeden sposéb dowodzenia zbieznosci szeregdéw
funkcyjnych, schemat postepowania jest nastepujacy:

Dany jest szereg funkcyjny™® > f,, ktorego wyrazy sa funkcjami majacymi ciggle

n=1
pochodne do rzedu m wlacznie. Jezeli dla!* k=0,1,2,...,m szereg liczbowy

> [14]

8Prosty, gdy juz wiemy to, co wiemy.

9Czyli zwykle zalozenia, ze np. wszystkie funkcje f,, sa okreélone na tej samej dziedzinie.

10W zaszadzie to wystarczy jednostajna zbiezno$é na poziomie pochodnych, a na poziomie funkcji
wystarczy zalozy¢ zbieznos¢ punktowa, a nawet tylko zbiezno$é¢ wartoéci w jednym punkcie dziedziny,
ale uwazam, ze formulowanie takich uogélnien przyniostoby wiecej szkody niz pozytku, bo latwiej za-
pamietaé, ze na obu poziomach (funkcji i ich pochodnych) ma byé zbiezno$é jednostajna, niz pamietad,
ze tu taka, a tu siaka.

1A wiec w tym jest zalozenie, ze dziedzina tych funkcji jest na tyle porzadna (przedzial lub suma
przedzialéw), aby mozna bylo méwié¢ o rézniczkowalnosci.

127, zalozenia wiemy, ze ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny, a tu si¢ okazuje, ze nie do byle jakiej
przypadkowe]j funkcji, tylko wlagnie do f’.

o] o0
I3W tym miejscu mozna réwnie dobrze napisaé Z fn jak i Z ful(2).

n=1 n=1
4 Przypominam, ze przyjmujemy iz funkcja jest swoja pochodna rzedu O.
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jest zbiezny'®, to funkcja
f - Z fn
n=1
ma ciggte pochodne do rzedu m wtacznie. Ponadto dla k=1,2,3,...,m

F®O 3§
n=1

Jutro rozwigzemy sobie troche zadanek z zastosowaniem tego schematu, a dzi$ na za-
konczenie pare stéw o szeregach potegowych — bardziej na zasadzie luznej opowiastki
niz technicznego wyktadu.

Otoz okazuje sie, ze jesli szereg potegowy ma promien zbieznosci R, to w kazdym
przedziale (—r, r), gdzie r < R, jest on jednostajnie zbiezny, a takze jest tam jednostaj-
nie zbiezny szereg pochodnych dowolnego rzedu jego wyrazow. Stad wynika caty ten
luksus: szereg potegowy ma sume nieskonczenie wiele razy rozniczkowalng i mozna go
rozniczkowaé wyraz za wyrazem.

A

oo
15 Przypomnijmy, ze ze zbieznoéci szeregu liczbowego g ‘ wynika zbiezno$¢ jednostajna szeregu

funkcyjnego Z fr(f ).

n=1
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