Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 39 (Sroda 13 maja 2020)
Zbieznosé jednostajna (c.d.).
Dzi$ porcja zadan do rozwigzania.

Przypominam schemat postepowania, na sformutowaniu ktorego wezoraj zakonczyli-
Smy:

Dany jest szereg funkcyjny Z fn, ktérego wyrazy sa funkcjami majacymi ciggte po-

chodne do rzedu m wtacznie. Jezeh dla k=0,1,2,...,m szeregi liczbowe

> ]

sg zbiezne, to szeregi funkcyjne

> g
n=1
sg jednostajnie zbiezne. Wowczas suma
f = Z fn
n=1
ma ciggte pochodne do rzedu m wtacznie, a ponadto dla k=1,2,3,...,m zachodzi
f(k) _ i fy(Lk) )
n=1

420. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f,, sa dane wzorami
n=1
sin2"x
fnl@) =333

Wyznaczy¢ najwicksza liczbe naturalng m, dla ktorej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie réZniczkowalna a ponadto dla kazdej liczby catkowitej

dodatniej k < m zachodzi réwnosé F* Z f

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Wykazemy, ze m=S8.

Dla liczb catkowitych nieujemnych k£ <8 otrzymujemy

B 2kn . jakidsinus 2"x

B 333n ’

gdzie fO = f, a "jakiésinus” oznacza jedna z funkcji 4 sin, 4 cos. Zatem

ZHf H_ 333n_nZ (333) \Z<333> < Foo,

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregéw funkcyjnych Z fT(Lk), a w konsekwencji moz-
n=1

liwos¢ 8-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-

razem.

Ponadto

29 cog 2™ 512\"
fr(zg)(x) — S et <> -cos2"x
333n 333

512\" e
co dla x =0 daje szereg rozbiezny Z (333) . Zatem szereg funkcyjny > f,(lg) nie jest
n=1

zbiezny (nawet punktowo), co dowodz1 ze liczba m =9 nie spetnia warunkéw zadania.

W rozwigzaniu wykorzystaliémy zbiezno$¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 256,/333
bezwzglednie mniejszym od 1 i rozbieznos$¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 512/333
wiekszym od 1.

cos (n?-x)

421. Niech f,(z)= 5
n

Wskazujac odpowiednig liczbe calkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg »_ f,§k> jest

n=1

o)
jednostajnie zbiezny, ale szereg > fék“) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Najpierw zauwazmy, ze

n®*-jsin (n-2)  jsin(n?-x)

(k)
fn ( )_ n20 T p20-3k 7
gdzie jsin jest jedna z funkcji +sin lub + cos. Zatem
1 3k—20
Hf H — 20-3k

Jezeli szereg liczbowy Z H flk H jest zbiezny, to szereg funkcyjny Z f) jest jedno-
n=1
stajnie zbiezny.

Poniewaz

Zka)H— ﬂ7

szereg ten jest zbiezny, o ile 20 —3k > 1, czyh dla k<6.
W szczegdlnosci szereg funkeyjny > fflﬁ) jest jednostajnie zbiezny.

n=1

Jezeli H f,(f) H +»0 przy n— o0, to szereg funkcyjny > fék) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Taka sytuacje mamy np. dla k=7, gdzie

=20

Wobec tego szereg funkcyjny > fy) nie jest jednostajnie zbiezny.

n=1

Odpwiedz: Warunki zadania sg spetnione przez k= 6.

422. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f,, sa dane wzorami
n=1

cosndx

fulw) =28

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie réZniczkowalna a ponadto dla kazdej liczby catkowitej

dodatniej k < m zachodzi réwnosé F* Z fik),

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m=7.
Dla liczb catkowitych nieujemnych k£ <7 otrzymujemy

jakidsinus n®z

(k) () = 2202277270 2
fn (x) o 1,60—8k )
gdzie fO = f, a ”jakiésinus” oznacza jedn@ z funkcji +sin, +cos. Zatem
1 1
B — L
ZHf H 1n60— 8k\z n60—87 Z <00,

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregdéw funkcyjnych Z f,(ﬁ), a w konsekwencji moz-
n=1
liwos¢ 7-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-

razem.
Ponadto
8 (z) =n*cosnie,

co dla =0 daje szereg rozbiezny > n*. Zatem szereg funkcyjny > fT(Lg) nie jest zbiezny
n=1 n=1
(nawet punktowo), co dowodzi, ze liczba m =8 nie spetnia warunkéw zadania.

423. Niech ((2 > )
cos((“")-x
MO
Wskazujac odpowiednig liczbe calkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg » f,(Lk) jest
n=1

jednostajnie zbiezny, ale szereg > fT(LkH) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

Dzien 39 ($roda 13 maja 2020) - 292 - Strony 289-29/4



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

() -isin () )
o
gdzie jsin jest jedna z funkcji +sin lub +cos. Stad
on\k
Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregun

on\ k
= oo = o () 9
ZII-2 2)
I 9 I e A 4 M
Gy G ) )
C(2n+1)-2n42)\" [ 2n41)-(2n+2)-(n41) P 4koat 92ks [okea\ T
( (n+1) ) '<(3n+1).(3n+2)-(3n+3)> Toor o3z |3 ) 7Y

Poniewaz 3% = 729, zachodza nieréwnoéci 2% < 3% < 20, Zatem dla k=5 otrzymujemy
g < 1. Wobec tego na mocy kryterium d’Alemberta szereg liczbowy (2) jest zbiezny,

a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > f}f) jest jednostajnie zbiezny.
n=1

I

0]

otrzymujemy

Odnoszac powyzsze kryterium d’Alemberta do ciagu (1) otrzymujemy g > 1 dla k=6,
skad wynika, ze ciag liczbowy (1) jest rozbiezny do +oo. W szczegdlnoscei

|72~ o,
a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > fT(lﬁ) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Odpwiedz: Warunki zadania sg spetnione przez k= 5.

424. Niech
_ cos(n!-x)

fnl®) = (3n)!

Wskazujac odpowiednig liczbe calkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg »_ f,(Lk) jest

n=1

jednostajnie zbiezny, ale szereg > fflk"“) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Niech k=3. Wowczas

(3n)
skad
n!)3
7=
(3n)!
Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregu
S - )
n=1 " __nzl(gn)!
otrzymujemy
HH3 (3n)! 1)3 1
((n+1D)H* Bn)! (n+1) 14

Bn+3) (n)®  (3n+1)-(3n+2)-(3n+3) 27
Zatem szereg liczbowy (3) jest zbiezny, a w zwigzku z tym szereg funkeyjny > f," jest
n=1

jednostajnie zbiezny.

Ponadto
(n!)*-cos(n!-z)

(3n)! ’

fE (@) = £ (x) =
skad

(n)* )
(3n)!
Stosujac kryterium d’Alemberta do ciagu (4) otrzymujemy
14 | 4
(n+1)1 '(Sn).: (n+1) Ctoos 1,
(Bn+3)! (nh*  (Bn+1)-(3n+2)-(3n+3)
Zatem ciag liczbowy (4) jest rozbiezny do +o00, skad w szczegdlnosci

|£2] 40,

a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > f,(f) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Il -

(nh)*
3n)!

Inne wnioskowanie: Z kryterium d’Alemberta jak wyzej, szereg > f9(0)= > (
n=1 n=1

jest rozbiezny, wiec § £ nie jest nawet punktowo zbiezny, a co dopiero jednostajnie.
n=1
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