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Dzien 40 (czwartek 14 maja 2020)
Szeregi trygonometryczne.

Wielomian to funkcja okreslona wzorem postaci
N
> ana™.
n=0

Liczba N jest stopniem! wielomianu. O szeregu potegowym mozna myéleé¢ jak o takim
wielomianie nieskoficzonego? stopnia, gdzie zamiast skoficzonej sumy jednomianéw mamy
szereg funkcyjny:

(o]
> ana™.
n=0

Na hasto wielomian trygonometryczny, nie znajac obowigzujacej definicji, mozna by-
toby zareagowac przypuszczeniem, ze jest to wielomian dwoch zmiennych od sinz i cosz,
czyli jakiekolwiek wyrazenie, ktére mozna uzyskaé z sinz, cosx i liczb rzeczywistych przy
uzyciu trzech dziatan (dodawania, odejmowania i mnozenia). Innymi stowy jest to skon-
czona suma wyrazen postaci c-sin’ x-cos® x, gdzie ¢ jest liczba rzeczywista, a j oraz k sa
liczbami calkowitymi nieujemnymi®.

W przeciwienstwie do zwyktych wielomianéw, tak rozumiane wielomiany trygono-
metryczne nie maja jednoznacznej* postaci, bo np. sinz +cos?z =1. A jeszcze wiecej
niejednoznacznosci si¢ pojawi, kiedy dopuscimy wyrazenia sinnx oraz cosnx, ktore jak
wiemy® wyrazaja sie przez sinx i cosx. Okazuje sie jednak, ze kazdy wielomian trygono-
metryczny mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej wyrazen sinnx oraz cosnz, czyli
jako®

N
ap+ Y (a,cosnz+b,sinnx) .

n=1

Co wiecej, takie przedstawienie okazuje sie byé¢ jednoznaczne’.

10 ile an 75 0.

2Potencjalnie nieskoficzonego, bo szereg potegowy moze mieé¢ prawie wszystkie wyrazy zerowe i wow-
czas jego suma jest prawdziwym wielomianem skonczonego stopnia.

3Przy konwencji, ze sin® 2 =cos’z =1, bez rozczulania sie nad tym, ze sinz i cosz moga by¢ réwne 0.
Podobnie zreszta traktowaliémy x° przy wielomianach przyjmujac 2° =1.

4 Jednoznaczno$é postaci mozna byloby wymusié ustalajac np., ze sinz nie bedzie wystepwaé w po-
tedze wiekszej niz pierwsza, ale to tylko taka uwaga na marginesie, bo nie jest to w centrum naszego
zainteresowania w tym momencie.

SPamietacie? Wladca Sinuséw.

6Dla n =0 otrzymujemy cosOz =1, co ma odzwierciedlenie w skladniku ag przed suma. Nato-
miast sinOx =0 i nie ma sensu w zaden sposob tego uwzglednia¢ w ogélnej postaci wielomianu
trygonometrycznego.

"Nie oczekuje, ze ktokolwiek bedzie widzial w tym momencie, ze takie przedstawienie jest jedno-
znaczne. Celem tej czesci wykladu nie jest jednak systematyczne wylozenie teorii, ale naszkicowanie
zagadnien, ktére wykraczaja poza gléwny nurt podstawowych wykladéw z rachunku rézniczkowego
i catkowego, ale powinny zosta¢ wspomniane w uniwersyteckim wyktadzie z analizy.
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Jesli teraz napiszemy taki wielomian trygonometryczny o nieskonczenie wielu sktad-

nikach:

ap+ Y (a,cosnz+b,sinnx) (M)

n=1

to otrzymamy pewien szereg funkcyjny, zwany szeregiem trygonometrycznym. Sze-
reg taki mozemy sobie napisa¢ dla dowolnych wspotczynnikow rzeczywistych a,,, b,, tylko
musimy sie liczy¢ z tym, ze w wielu przypadkach dostaniemy szereg funkcyjny albo wsze-
dzie rozbiezny, albo zbiezny na tak malym zbiorze, ze niewiele ciekawego da sie z jego
suma zrobic¢®.

Wezorajsze zadania 420-424 oraz zadania 437-442 z listy nr 11 daja nam jednak
pozytywne przyklady w tym zakresie. Wystepuja tam szeregi trygonometryczne®, ktore
sg zbiezne na catej prostej, a ich sumy wykazuja roznego rodzaju regularnosé: od ciagtosci
do wielokrotnej rozniczkowalnosci.

Wyobrazmy sobie teraz, ze mamy dany szereg trygonometryczny zbiezny'® na calej
prostej i niech f bedzie jego suma. Oczywiscie f jest funkcja okresowa o okresie 2,
bo taki okres maja wszystkie wyrazy szeregu trygonometrycznego.

Mamy wiec

f(x)=ao+>_ (ancosnz+b,sinnz) .
n=1
I zadajmy analogiczne pytanie jak w przypadku szeregdéw potegowych: Czy'! znajac
funkcje f, o ktorej wiemy, ze jest suma szeregu trygonometrycznego, mozna odtworzy¢
wspotezynniki tego szeregu?

Przyjmijmy, ze mozemy beztrosko!'? wykonywaé rézne operacje, ktore zaraz sie poja-
wig. Ale zanim do tych beztroskich operacji dojdziemy, zbierzmy sobie troche wartosci
pewnych catek oznaczonych.

8Takim szeregiem jest np. szereg trygonometryczny

i cos(n-3"-x)
n
n=1

rozwazany na wykladzie 7 maja (korona35.pdf), ktéry to szereg jest rozbiezny na gestym zbiorze.
Jednak to nie jest jeszcze najgorzej, bo ten szereg w wielu punktach jest zbiezny. Ale jakby$my napisali
do wiwatu szereg

n

o0
n
E n" -cosnz,
n=1

to byloby trudno wskazaé jakikolwiek punkt, w ktérym jest on zbiezny. A faktycznie jest on wszedzie
rozbiezny, czego udowodnienie wymaga troche wiecej wiedzy lub pokombinowania.

9Chociaz zapisane w nieco innej postaci niz (#) ze wzgledu na to, ze pominiete sa wyrazy zerowe,
a numeracja wyrazéw szeregu nie zawsze odpowiada numeracji ze wzoru ().

10Jakoé tam zbiezny, nie precyzuje dokladnie. Z jednej strony zadowala mnie zbieznoéé punktowa,
ale w razie potrzeby moge zalozy¢ zbieznosé jednostajna — przy takim zalozeniu otrzymam ciaglosé
funkcji bedacej suma tego szeregu.

T ewentualnie: jak?

12To mozna byloby poprzeé¢ odpowiednimi twierdzeniami wykraczajacymi poza zakres wykltadu.
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Rozwazane calki beda miaty przedzial catkowania dtugoéci'® 27, a funkcja podcatkowa
bedzie iloczynem dwoch sposréd funkeji wystepujacych w szeregu trygonometrycznym,
czyli okreslonych wzorami: 1 (stala), sinnz, cosnx. Obliczenie wartosci tych calek nie
powinno nastreczaé trudnosci'®, ogranicze sie wiec do zebrania wynikéw:

21
/1'1dx:27r,
0

2
/1-cosm:da::O,
0

2
/1-sinnxd:v:0,
0

2m
/COS?”L:B'COSTL$d£B:7T,

0

21

/cosmv-cosm:vdx:(), (m#mn)
0

21

/sinnx-sinnxdmzﬂ,

0

2

/sinnx-sinmxdx:O, (m#n)
0

21

/Cosnx-sinmx dx=0.

0

Najwazniejsze spostrzezenie dotyczace powyzszych wynikéw jest nastepujace:
Calka z iloczynu dwdch roznych sposrod funkeji:

1 (stala), sinnz, cosnz jest zerem.

Jesli teraz .
f(x)=ao+>_ (ancosnz+b,sinnx)
n=1

13Wszystko jedno, jaki przedziat dtugosci 27, gdyz funkcje podcatkowe maja okres 27.
14 A poza tym nie jest w tej chwili najwazniejsze, aby$my te calki szczegétowo wyliczali. Upewnij sie

jednak, ze w razie potrzeby umiesz je wyliczy¢.
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i jesli zatozymy peln@ beztrosk@15 w wykonywanych rachunkach, to otrzymamy:

/f /a0+ Z (a, cosnz + b, sinnz) dr =
n=1
21 27.r
=aqg- / dm—i-z - /cosnxdx+b /Sinn:r: dx | =2may,
n=1
2 0 0 O 0
skad
1 21
a0:27r~0/f(x)dac
Podobnie!®
T 2 00
/f(x) -cosnz dr = /ao + > (arcoskx+bysinkz) - cosnx dx =
2 00 2 2w
:ao-/cosnx de+> ak-/cosk:x-cosnxd:v+bk-/Sinkx-cosn:pdx =mna, ,
0 k=1 0 0
—_———
—0 =0 dla k#n =0
=7n dla k=n
skad
1 2
anzﬁ-o/f(x)-cosnxdx.
Analogicznie
2 00
/f(x) -sinnx dr = /ao + > (arcoskx +bysinkz) -sinnz de =
0 0 k=1
2w 00 27 2w
:ao-/sinnx de+> ak-/coskx-sinnx dx+bk-/sinkx-sinn:p dx | =mxb, ,
k=1
0 0 0
=0 =0 =0 dla k#n
=7n dla k=n
skad
1 27
bn:—-/f(m)-sinna:dm.
T

0

15 A doktadniej: zatlozymy, ze w tym wypadku catka sumy jest suma catek, tyle ze w gre wchodza sumy
nieskonczone — szereg funkcyjny pod calka i szereg liczbowy calek oznaczonych.
16Po zmianie zmiennej sumowania z zajetej w tym momencie literki n na literke k.
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Whniosek: Jezeli

e}
f(x)=ao+>_ (ancosnz+b,sinnz) ,
n=1

to )
1 U
ar=7 0/ f(x)dz, (F0)
1 27
an:—-/f(x)-cosnxdx (FA)
™0
oraz o
bnzl-/f(:n)-sinnxdx. (FB)
m

0

Powyzsze wzory pozwalaja!” wiec odtworzy¢ wspotezynniki zbieznego szeregu trygo-
nometrycznego na podstawie znajomosci funkcji bedacej jego suma.

Zwroémy jednak uwage, ze wzory (F0), (FA) i (FB) mozemy zastosowa¢ do funkeji f
nie wiedzac, czy jest ona suma szeregu trygonometrycznego. Wystarczy, aby funkcja f
byla funkcja okresowa!® o okresie 27 i na tyle regularng!®, aby wystepujace w tych
wzorach catki mialy sens.

Zatem z odpowiednig?® funkcja f mozemy zwigzaé szereg trygonometryczny

ap+ Y (ancosnz+b,sinnz) (W)

n=1

gdzie wspétezynniki ag, a,, 1 b, dane sa wzorami (FO0), (FA) i (FB).
Taki szereg nazywamy szeregiem Fouriera funkcji f.

Przypomnijmy: W przypadku szeregéw potegowych tez mieliSmy procedure odzyska-
nia wspotczynnikow na podstawie funkceji bedacej sumag szeregu. Ta procedura pozwalata
zwigzac z nieskonczenie rézniczkowalna funkcja szereg potegowy — szereg Taylora, ktory
byt jedynym kandydatem na rozwiniecie funkcji w szereg potegowy. Niestety, przyktady
pokazywaly, ze szereg Taylora moze by¢ rozbiezny wszedzie poza zerem, a nawet jak jest
zbiezny, to jego suma nie musi by¢ wyjsciowa funkcja.

Czy w przypadku szeregu Fouriera tez czekaja nas takie przykre niespodzianki? Oka-
zuje sie, ze tu jest o wiele lepiej. Przy minimalnych zalozeniach o funkcji, jest ona sumag
swojego szeregu Fouriera. Ale o szczegbdtach opowiem Wam jutro.

17Jeszcze raz do znudzenia powtérze: wszystko przy zalozeniu, ze nasze beztroskie rozbijanie calki
na nieskonczona sume calek jest poprawne. Jest poprawne, ale nie bedziemy tego dowodzi¢.

8Formalnie, to wzory (F0), (FA) i (FB) tak jak stoja mozemy stosowaé bez zalozenia okresowosci
funkcji f, ale méwiliSmy wcezeéniej, ze calki sg po jakimkolwiek przedziale dtugoéci 2w, ktérego wybor
nie ma znaczenia w przypadku funkcji okresowej. Tak wiec bez zalozenia okresowosci funkcji f cala
zabawa bylaby malo sensowna.

9Ciggloéé w zupelodci wystarczy. Ale niezbyt duzo punktéw nieciggloéci tez mamy szanse przezyé.
A przy dobrych uktadach, to f moze mieé¢ nawet osobliwosé, o ile prowadzi ona do zbieznych calek
niewtadciwych.

200kresowa i regularna (czyli calkowalng).
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