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Dzien 42 (poniedzialek 18 maja 2020)
Iloczyn skalarny w przestrzeni funkcji.

Najpierw trzeba sobie wyjasni¢ czym jest! iloczyn skalarny. Zapewne kojarzycie go
z iloczynem skalarnym w przestrzeni? R®. Blogostawienistwem i przeklefistwem tej prze-
strzeni jest naturalna, wynikajaca z definicji struktura polegajaca na tym, ze kazdy ele-
ment tej przestrzeni ma w naturalny sposob przypisang trojke wspotrzednych, powiedz-
my? (x,y, z). W konsekwencji mamy jak na tacy podang baze R® jako przestrzeni linio-
wej oraz iloczyn skalarny i elementy zwiazanej z nim geometrii euklidesowej (dlugosci
wektoréw 1 katy miedzy wektorami). Niestety, cena za to jest utrudnione zrozumienie,
ze iloczyn skalarny mogtby wygladac inaczej, i ze mégtby prowadzi¢ do innych geometrii.

Skoncentrujmy sie na razie na plaszczyznie — niektére rzeczy bedzie tatwiej sobie
wyobrazié niz w przestrzeni. Plaszezyzne jako R? mozemy sobie wyobrazi¢ jako nieskoni-
czong kartke papieru z narysowanymi i wyskalowanymi osiami. Na takiej ptaszczyznie
kazdy punkt ma w naturalny sposéb przypisane wspoétrzedne (x, y). Taka plaszczyzna
ma naturalng strukture przestrzeni liniowej*. Ale ma tez dodatkowsa strukture wyni-
kajaca z naturalnego iloczynu skalarnego: dhugosci wektoréw i katy miedzy wektorami.
I na dodatek ta przestrzen liniowa ma naturalng baze, na ktéra sktadaja sie wersory obu
osi.

Pomy$lmy teraz o nieskonczonej sztywnej® kartce papieru, na ktérej nie ma zadnych
osi, a jedynie zaznaczony jest jeden punkt, w domysle poczatek potencjalnego uktadu
wspotrzednych®. Na tej ptaszczyZnie nie ma naturalnej bazy’, za to jest struktura prze-
strzeni liniowej i jest naturalny iloczyn skalarny (bo sa dobrze zdefiniowane odlegtosci

i katy).

Wreszcie wyobrazmy sobie luzno utkana tkaning. Tkanina ta sktada sie z wiokien,
z ktorych czes¢ biegnie w jednym kierunku, a czes¢ w drugim. Wtdkna sa na tyle szorst-
kie, ze nie §lizgaja sie jedne po drugich®. Jednak tkanina jest na tyle luzno utkana, ze kat
pomiedzy wléknami obu kierunkéw moze sie zmienia¢?. Na tej tkaninie zaznaczony jest

1Czym jest, czyli o co w nim naprawde chodzi. Sucha formalna definicja sama w sobie niewiele
wyjasdni.

2Lub na plaszczyznie R?.

3Pozwole sobie uzywaé poziomej notacji wspéhrzednych wektora. Graficznie jest ona czytelniejsza,
zwlaszcza gdy wspolrzednych zrobi sie bardzo duzo. Ale gdyby$my chcieli odwotywaé sie do réznych
niuanséw algebry liniowej, to notacja pionowa bylaby w zasadzie koniecznoscia.

4Jedli kto$ elementy przestrzeni liniowej nazywa wektorami, a wektory kojarzy ze strzatkami, to $wiet-
nie: kazdy punkt mozna utozsami¢ z wektorem zaczepionym w poczatku uktadu wspétrzednych, o koncu
w danym punkcie.

5Sztywnoéé miedzy innymi oznacza, ze ustalone sg odlegloéci miedzy punktami tej kartki.

W ktérym to punkcie ewentualnie bedziemy zaczepiaé¢ wektory, jedli chcemy punkty plaszczyzny
utozsamicé z wektorami-strzatkami.

"Oczywiscie baze mozna znalezé, ale to wymaga dokonania jakiego$ wyboru.

8Czyli efekt jest taki jakby kazde dwa wiékna biegnace w réznych kierunkach byly trwale ztaczone
w ich punkcie przeciecia.

9 Ale przyjmujemy, ze przy deformacji tkaniny wlékna pozostaja prostoliniowe. Ponadto dla lepszego
dostosowania tej sytuacji do naszej wyobrazni zalozymy, ze widkna sa nierozciagliwe.
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punkt (czerwony na rys. 11 2). Jezeli narysujemy dwa wektory zaczepione w tym punk-
cie oraz ich sume, a nastepnie zaczniemy deformowaé¢ tkanine, to caly czas bedzie na
niej narysowana trojka wektorow, z ktorych jeden jest sumg dwoch pozostalych. Moz-
na powiedzie¢, ze struktura przestrzeni liniowej jest niewrazliwa na deformacje tkaniny.
Jednak naturalnego iloczynu skalarnego na tej tkaninie juz nie ma, bo nie ma ustalonych
odlegtosci miedzy punktami oraz miar katow — jedne i drugie zmieniaja sie w czasie
deformacji.

Rozwazmy teraz przestrzen liniowa, w ktérej nie ma narzucajacej si¢ struktury pro-
wadzacej do naturalnego zdefiniowania odlegtosci, czy tez iloczynu skalarnego. Niech V/
bedzie przestrzenig liniowa!? wielomianéw stopnia co najwyzej 2, przy czym my$lmy
o tych wielomianach bardziej jak o funkcjach niz o wzorach!! ktére je definiuja.

Formalna definicje ogdlnego iloczynu skalarnego poznacie na algebrze liniowej. Ja
chciatbym sie tu skoncentrowaé¢ na konstruowaniu réznych przyktadéw. Standardowy
iloczyn skalarny w R?, czy tez w R”, jest suma jakichs iloczynéw!'2. W rozwazanej prze-
strzeni liniowej V' dobrze zdefiniowanym iloczynem skalarnym jest na przyktad suma
iloczynéw wartosci wielomianow w punktach 0, 11 2:

(P, Q)=P(0)-Q(0)+P(1)-Q(1)+ P(2)-Q(2).
A innym iloczynem skalarnym®® jest suma iloczynéw wartoéci wielomianéw w punktach
2,3,517:
(P, Q)=P(2)-Q(2)+P(3)-QB)+P(5) Q)+ P(7)-Q7).
Za iloczyn skalarny moze by¢ tez przyjeta suma iloczynéow wartosci wielomianéw w punk-
tach od 0 do 1 co jedng tysieczna:

1000 k k
PQ)=> Pl—|-Q|—] .
(P.Q) kz::O <1000) Q(lOOO)

A skoro moze byé¢ to suma iloczynéw wartosci wielomianéw w bardzo wielu punktach,

to latwo sobie wyobrazi¢ sytuacje graniczng, gdzie zamiast sumy pojawia sie calka,
na przyktad mozna przyjac¢ za iloczyn skalarny:

(P.Q)= [ P(2)-Q(x) du

albo jak ktos ma fantazje i chce upamietni¢ dzisiejszg date:
2020
(P,Q)= [ P(2)-Q(x) dr.
1805
Mamy wiec pie¢ iloczynéw skalarnych w tej samej przestrzeni liniowej. Mozna oczy-
wiscie oceniaé, ze jedne sg bardziej sztuczne od innych, ale o zadnym z nich nie mozna
powiedzie¢, ze to jest ten najlepszy, najbardziej naturalny, najbardziej narzucajacy sie.

107 naturalnymi dziataniami.

"1 Gdybyémy kojarzyli te wielomiany z napisami axz? +bx +c, to bylby tylko krok od utozsamienia
takiego wielomianu z punktem (a,b,c) przestrzeni R?, a tego nie chemy.

12Guma iloczynéw wspoétrzednych, ale to doprecyzowanie celowo przemilcze, bo chee sie oderwaé od ja-
kiegolwiek sugerowania wspotrzednych.

BUwielbianym przez milognikéw liczb pierwszych.
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Po tym wstepie dotyczacym iloczynu skalarnego wréémy do funkceji okresowych o okre-
sie 27 okre§lonych na R. Nie bede doktadnie precyzowal, o jaki zbior funkcji mi chodzi,
bo w zaleznosci od sytuacji chciatbym rozwazac¢ nieco inne zbiory. Wazne, aby zbiér ten
wraz z naturalnymi dzialaniami tworzyl przestrzen liniowa, co przy sensownie zdefinio-
wanych zbiorach funkcji sprowadza sie do tego, aby zbiér byt zamkniety na dodawanie
funkcji. Moze to by¢ zbioér wszystkich funkcji ciggltych!*. A mozemy dopuszczaé niecig-
glosci typu skoku, gdzie w punktach nieciggtosci istniejg granice jednostronne, a wartoscé
funkcji jest érednig arytmetyczna tych granic'®. Ale tez nie bedziemy sie bali dorzu-
ci¢ do zbioru funkcji nieograniczonej, jesli bedzie ona prowadzita do zbieznych catek
niewlasciwych. Z drugiej zas strony w niektérych sytuacjach mozemy chcie¢ do ciagtosci
doda¢ warunki prowadzace do zbieznego szeregu Fouriera. Na mysl przychodzi zatozenie,
ze funkcja jest przedzialami monotoniczna, ale to zty pomyst, bo nie prowadzi do prze-
strzeni liniowej'®. Mozna z tego wybrnaé warunkami typu wahania skonczonego'”, ale nie
bede wchodzit w szczegdly. Dosé, ze rozwazaé bedziemy jakas przestrzen liniowa funk-
¢ji — mozna my$leé¢ o funkcjach ciggtych i mie¢ z tytu glowy ewentualne modyfikacje.

W duchu sumy iloczynu lub catki z iloczynu, dla funkcji okresowych do$¢ naturalne

wydaje sie przyjecie iloczynu skalarnego jako calki z iloczynu'® po pelnym okresie!®:

(f.9)= [ F(2)-g(x) da.

W jezyku tak zdefiniowanego iloczynu skalarnego mozemy zapisa¢ catki ze strony 299
(koronad0 z 14 maja) jako®:

(1, 1) =2m, (cosnz, cosnr) =T, (sinnz, sinnz) =,

14 Caly czas ograniczamy sie do funkcji okresowych o okresie 27 okreslonych na R.

15pPoniewaz iloczyn skalarny bedzie definiowany przy pomocy calki oznaczonej, a calka nie dostrzega
zmiany wartosci funkcji w pojedynczych punktach, musimy wykluczy¢é funkcje, ktére zerowalyby sie poza
skonczenie wieloma punktami w kazdym okresie. Iloczyn skalarny nie odrozniatby takich funkcji od funk-
cji zerowej. W konsekwencji jakkolwiek okredlimy zbidr rozwazanych funkcji, nie mozemy dopuszczaé
dowolnej zmiany wartosci funkcji w pojedynczym punkcie. Warunek ze $rednia granic jednostronnych
wyklucza takie zmiany.

16Suma funkcji przedzialami monotonicznych moze nie byé przedzialami monotoniczna.

17Czasami mozna spotkaé to pojecie pod nazwa: wahanie ograniczone.

8Ewentualnie mozna te catke podzieli¢ przez m przyjmujac

2w

()= [ 1@)g() do.
0

co w tym momencie moze si¢ wydawaé nieco sztuczne, ale pozwala unikngé¢ czynnika 7 lub /7 w innym
miejscu teorii.

Y Qczywiscie przedziat catkowania moze byé dowolnym przedziatem diugoéci 27.

20Pewne watpliwoéci moze budzié zapis typu (sin2z, cos3z) czy (1, sinbz), gdyz skalarnie mnozymy
funkcje, a nie wartosci funkcji w punkcie. To si¢ jednak daje obronié¢ traktujac to jako skrécone formy
w pelni sformalizowanych, ale niezbyt porecznych zapiséw

((sin2z: z €R), (cos3z: z €R)) oraz ((1: z€R), (sinbz: z€R)).

Przypomnienie: f=(f(z): 2 € Dy)={(x, f(z)): x € Dy}.
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(1, cosnz) =0, (1, sinnz) =0, (cosnzx, sinmz) =0,
(cosnzx, cosmaz) =0, (sinnz, sinmz) =0. (oba wzory dla m #n)

Mozemy wiec powiedzie¢, ze funkcje okreslone wzorami: 1 (stata), sinnx, cosnz tworza
uktad ortogonalny?!

Natomiast funkcje okreslone wzorami:
1 sinnx COSNT

Var' VT VT

tworza uktad ortonormalny??

()

Powstaje naturalne pytanie: Czy ten uktad funkcji jest czyms w rodzaju bazy, to zna-
czy, czy w jaki$ sposdb wyznacza przestrzen liniowa rozwazanych funkcji? I tak i nie.

OdpowiedZ "nie” to odpowiedz algebry liniowej, ktéra w przestrzeni funkcji widzi
przestrzen liniowa, a wiec taka, gdzie mozliwe jest tylko branie skonczonych kombinacji
liniowych wektoréw. W konsekwencji podany wyzej uktad funkcji generuje przestrzen
liniowg wielomianéw trygonometrycznych.

Odpowiedz "tak” to odpowiedz analizy, ktora dopuszcza przejécia graniczne, a wiec
takze nieskonczone sumy przyjmujace posta¢ szeregéw zbieznych. Okazuje sie, ze po-
dany wyzej uktad funkcji jest zupetly, to znaczy, ze jedyna funkcja ciagta prostopadta
do wszystkich funkcji tego uktadu jest funkcja zerowa.

Jezeli eq,..., e, jest baza ortonormalng skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej,
to mozemy sobie wyobrazi¢ e, ..., e, jako wersory?® poszczegélnych osi skierowanych
we wzajemnie prostopadtych kierunkach. Wéwcezas k-ta wspotrzedna wektora v jest dana
wzorem (v, e) i w konsekwencji

n
Zvek

Jezeli teraz wyobrazimy sobie nieskonczenie wymiarowy odpowiednik przestrzeni eu-
klidesowej R", to mozemy sobie wyobrazi¢ nieskoriczenie wiele wersoréw eq, e, es, ... nie-
skonczenie wielu osi skierowanych we wzajemnie prostopadtych kierunkach. Wéwcezas
k-ta wspolrzedna wektora v jest dana wzorem (v, ex) i w konsekwencji nalezaloby ocze-
kiwac, ze

§<U ex) €

Jedli w przestrzeni funkcji na poszczegdlnych osiach potozymy funkcje (), to powinnismy
oczekiwaé¢ dla okresowej funkcji ciagtej f wzoru
CcoOSNT > cosnx < sinnx > sin ncc)

10={ ) vt S () )

21Czyli taki uklad wektoréw przestrzeni liniowej z iloczynem skalarnym, ze wektory tego ukladu sg
wzajemnie prostopadle.

22Cgyli taki uklad wektoréw przestrzeni liniowej z iloczynem skalarnym, ze wektory tego ukladu sa
wzajemnie prostopadte, a ponadto kazdy wektor ma dtugosé 1.

23Czyli wektory jednostkowej dlugosci.
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co z doktadnoscia do drobnego przeorganizowania wspotczynnikoéw jest stwierdzeniem,
ze funkcja jest suma swojego szeregu Fouriera.

Gdybys$my uparcie trzymali sie zdefiniowanej wcze$niej normy supremum i oczekiwali
zbieznosci jednostajnej, czy choc¢by punktowej, to niestety dla pewnych funkcji ciggtych
bytyby problemy?*. Norma supremum i zbiezno$¢ jednostajna $wietnie pasuja do funkecji
ciggtych, gdy kluczowe jest zachowanie ciaglosci przy przejsciu granicznym, ale w przy-
padku szeregow Fouriera lepiej sprawdza si¢ zbieznos¢ oparta na normie zwigzanej z ilo-

czynem skalarnym:
2m

Il =V{F, fy=| [ () dz.

Jednak wchodzenie w dalsze detale wykracza poza zakres tego wyktadu.

Jezeli w skoficzenie wymiarowej przestrzeni wprowadzimy baze ortonormalng? i zwia-
zane z nig wspotrzedne, to iloczyn skalarny okazuje sie by¢ po prostu suma iloczynow
wspotrzednych:

n
(v,w)y=> (v, ex) - (w, e) .
k=1
W szczegdlnosci

<v,v>:é(v, er)?.

Jezeli przyjmiemy, ze przestrzen ma nieskonczenie wiele prostopadtych wymiaréw
i zignorujemy trudnodci techniczne zwigzane z przejsciem granicznym, to mozemy ocze-
kiwac, ze

(v,w)y=> (v, e) - (w, ex)

Nk

k

Il
—

oraz

(v,v)= ’i(v, er)?.

Dla funkcji i zwiazanych z nimi szeregéw Fouriera, przy zatozeniu

f(x)=ao+>_ (ancosnz+b,sinnx)
n=1
oraz N
g(x)=co+ Y _ (cncosnz+d,sinnx)
n=1
otrzymujemy?:
27 0o
<fa g> :/f(x)g(x) de:QW'GO'CO‘i‘W' Z (ancn+bndn) .
0 n=1

2Jak juz wczesniej wspomniatem, szereg Fouriera funkcji ciaglej moze byé rozbiezny na gestym
zbiorze.

2’Moze byé tez baza ortogonalna, tylko wtedy trzeba uwzglednié¢ we wzorze dlugoéci wektoréw
bazowych.

26Tgnorujac teorie, ktéra uzasadnia przejscia graniczne.
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W szczegdlnoscei otrzymujemy rownos¢ Parsevala:
{f, ) /f ) dx=2m-a3+7- Z(aiqui).
n=1

Na zakonczenie zastosujmy réwnos¢ Parsevala do szeregéw Fouriera otrzymanych
na poprzednim wyktadzie.

Przyktad 1: Funkcja f jest zdefiniowana wzorem f(z)=x dla x € (—m, m) oraz

f(m)=0. .

2-(—=1)"

do = =0, b= 2D
n

Poniewaz -

7 7 7 223 273
2 _ 27 _o. [.27. _

_/Wf (x)dx—_/ﬁm dx=2 O/x dx S . =

rownos¢ Parsevala przyjmuje postac
273

5 =T ZbQ_ﬂ'i i

skad otrzymujemy znana nam réwnosé

7].2

1

1 n?

Przyktad 2: Funkcja f jest zdefiniowana wzorem f(z)=|z| dla x € [—m, 7).
T 0 dla n parzystych

97 n — 4/

Poniewaz podobnie jak w poprzednim przyktadzie

b, =0, ag =
’ (m-n?) dla n nieparzystych

3

/f2 d:z:—/x dx—7

—T

rownos¢ Parsevala przyjmuje postaé

273 o= 16 16 = 1
L9 - SR N S
3 =2t ng_jla y 7 Z SOk 2w k)

skad otrzymujemy
00 1 7T4

,g)(%ﬂ)f%'

Postepujac podobnie jak w przyktadzie 2 z poprzedniego wyktadu (koronadl, stro-
na 307), mozna udowodni¢, ze
© 1 16 & 1
glﬁzﬁ',go(%%—l)‘* !
co prowadzi do
o 1 _7T4
it 90
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