Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzienn 43 (wtorek 19 maja 2020)

Przypomnienie najwazniejszych definicji i twierdzen
zwigzanych z szeregami Fouriera.

Iloczyn skalarny w przestrzeni funkcji':
2
(f.9)= [ f(2)-g() do.
0

Iloczyn skalarny w jezyku bazy? ortogonalnej sinuséw i cosinuséw:
Jezeli

f(x)=ap+ > (ancosnz +b,sinnw)
n=1
oraz, .
g(x)=co+ Y (e cosnz+d,sinnz)
n=1
to
27 0o
<f7 g> :/f(l’)g(fﬂ) d$:27T'GO'Co+7T' Z (ancn+bndn) .
0 n=1
Roéwnosé Parsevala:
2 0o
(f, N :/f2 (z) de=2m-aj+7-> (ai—{—bi) )
0 n=1
Szereg Fouriera funkcji® f:
ap+ Y (a,cosnz+b,sinnx) , (F)
n=1
gdzie
1 1 27
a=g-(f ) =g - [ [(@)de, (F0)
27
1
a,=—-(f, cosnx)=— /f(x)-cosnxdx (FA)
T
0
oraz
27
1 _ 1 :
b, =—-(f, smn$>:—-/f(x)-smnxd:v. (FB)
m T

Przy zatozeniach, ktore sg spetnione przez uzywane przez nas funkcje, szereg Fourie-
ra (F) jest punktowo zbiezny do funkcji f.

INie precyzujemy doktadnie, jak regularne maja byé funkcje. Na pewno musza byé okresowe o okre-
sie 2.

2To nie jest baza w sensie algebry liniowej, bo potrzebujemy przejscia granicznego do wysumowania
szeregu.

30kresowej o okresie 2w, w punktach niecigglo$ci majacej wartosé réwna éredniej arytmetycznej
granic jednostronnych.
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Dzi$ porozwiazujemy sobie troche zadan...
Odpowiedzi do zadan 446 i 447 pojawia sie jutro.

443. Obliczy¢ wspbdlezynniki szeregu Fouriera funkcji f: R — R okresowej o okresie 27
okreslonej wzorem

1 dla z€][0, /2]
|l 0 dla ze(n/2 2n)

Doprowadzi¢ wzory na wspotezynniki szeregu Fouriera do postaci niezawierajacej funk-
cji trygonometrycznych (czyli w ostatecznej postaci nie powinny wystepowaé w tych
wzorach wyrazenia typu sinnm czy cosnm).

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Stosujac wzory na wspétczynniki szeregu Fouriera otrzymujemy:
/2
1 /2 1
S A L e
0= on 0/ YT o T
™ /2 1 = 2
2 sinnz / sin (nm/2) 0 dla =0 (mod 2)
— / cosnx dr = = — =4 (1)
LS P nm ~——~—— dla n=1(mod 2)
nm
™ /2
b — 1 //QSinnx gy — _ CO8NT / _ 1—cos (n7r/2) _
o
dla n=1 (mod 2)
=1, (mTl - (dotad wystarczy)
—————— dla n=0(mod 2)
nm
1 1
— dla n=1(mod 2) — dla n=1(mod 2)
nm nm
=¢ 0 dla n=0(mod4) ;= 0 dla n=0(mod 4)
2 1
— = dl 2 d4
- dla n=2(mod 4) (n)2)m a n=2(mod 4)

444. Niech

sinnx X sinne
( Z oraz g(‘r) = Z 3n °
n=1 n=1

Zakltadajac petna beztroske w manipulowaniu szeregami funkcyjnymi, obliczy¢ wartos$é
2m

catki / f(z)g(x) dx

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Korzystamy z tego, ze sinusy o réznych czestotliwosciach sa prostopadte, czyli catka
z ich iloczynu jest zerem:
m dla m=n

2
/sinnx~sinmx da::{
5 0 dla m#n

Otrzymujemy
X X rsinnx smmx

7f(x)g :7 smvw > sinmx dr=3 Z/
0 0

n=1 m=1 3m n=1m=1y 2n 3™

dr =

2 . 9
smnx sinnx S sin“ne QT ™
—z/ 5 dr=3 | dr=Y ==
n=1y 6 b

6n n=1

Uwaga: Idea powyzszych rachunkow jest nastepujaca: iloczyn skalarny dwéoch wekto-
row jest suma iloczynéw odpowiednich wspotrzednych — tutaj role wspotrzednych spel-
niaja wspoOtczynniki szeregu trygonometrycznego (z doktadnoscia do statego czynnika).

W rozwigzaniu mozna tez powotaé sie bezposrednio na postaé iloczynu skalarnego

w bazie ortogonalnej sinuséw i cosinusow.

> 1
445. Obliczy¢ warto$é sumy » SUEE Wolno skorzysta¢ z gotowych wartosci calek:
-n

2 27”/5—1

/ew‘/§ dx = S ,

" V2

27 477\@_1

/eQm‘/ﬁdx:ie ,

/ 23
27

2
/ ‘“[cosnxdx—(e%ﬁ—l) ;/_ )
n?+2

27 “n
/ V2 sinng dr = (ezm/i— 1) SRR
4 n?—+2

W miare mozliwosci rozwiaza¢ zadanie dwoma sposobami i poréwnac¢ wyniki. Dla
czytelnosci przeprowadzanych rachunkow oraz podanej odpowiedzi mozna uzy¢ oznaczen:
A=e¥™V2_1 oraz B=e¥V211,

Wikazéwka: Wykorzystaé szereg Fouriera funkeji f(z)=e*V2 dla z € (0, 2r). Powolaé

sie na zbieznos¢ tego szeregu w wybranym punkcie lub wykorzysta¢ réwnos¢ Parsevala.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Na wstepie zauwazmy, ze na mocy podanych réwnosci szereg Fouriera funkcji f okre-
sowej z okresem 27 i okreslonej na przedziale [0, 27) wzorem
(o) = V2 dla ze(0,2m)
S dla 2=0

ma wspotezynniki
e2mV2 1

A= —(——"7="">
0 21v/2

a :1.<€27r\/5_1).\/§
"o n2+2’
b :1.(627“/5_1)._”
- n2+2’

a ponadto jest on punktowo zbiezny do funkcji f, gdyz f ma w punkcie nieciggtosci
warto$¢ réwna sredniej arytmetycznej granic jednostronnych.

Sposob I
Poréwnujac wartosé¢ funkeji f w punkcie £ =0 z sumg jej szeregu Fouriera w tym
punkcie otrzymujemy

f<o>:§30an,

czyli
627r\/§+ 1 627r\/§_ 1 n \/§ ( 2m/2 1) i 1
— —le J— . .
2 27T\/§ ™ n=1 n2 + 2
Stad otrzymujemy kolejno:
V2Ll V21 /2 > 1
VIl e —\/—~(62““§—1)-Z

2 o2 T n2+2’
ﬁ\/ﬁe%ﬁ—l—ﬂﬂ—e%ﬁ—kl_\/§.<62ﬂ\/§_1)_§ 1
27T\/§ ™ n:1n2+2’
7T\/§e2”‘/§+7rx/§—e2”‘/§+1_§’: 1
4.<€2m/§_1> Cn2+2’
W\/iB_A_i 1
4A CZn?42

Sposob 11
Korzystajac z rownosci Parsevala:

2m 0o
/f(g):)2 dx =2mrag+7 Y (ai—l—bi)
0 n=1
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otrzymujemy
VIl (V2 1>2
22 41
co przepisujemy kolejno jako:
(VA1) (@) (o)
2v/2 dm
VI e2mV2_
2v/2 T 4r
e2mV2 +1 e2mV2 1
2v/2  Ax

7T\/§€27“/5 + 7r\/§— e2mV2 +1 B
47 N

1
s

V2622 L /2 —e2V2 |

Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

1

4. (62”\/5 — 1)

7r\/§B—A_

4A _n;

1
n2+2°

446. W kazdym z zadan 446.1-446.10 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki

0znaczonej.
> sinnx > sinnx
Alx)=> ——, B(z)=> —/—
n=1 4 n=1 5
> sinnx > sin2nx
p— D pu—
27 2m
446.1. /A(x)2dx: 446.2. /B(x)2 dz =
0 0
27 2m
446.3. /C’(x)2dx: 446 4. /D(x)2 dz =
0 0
2 2
446.5 /A(x)B(ac) dz = 446.6. /A(a:)C’(x) dr=..
0 0
27 2m
446.7. [ A(z)D(x) do = 446.8. [ B(x)C(x)dz=
0 0
2 2
446.9. [ B(x)D()dx = 446.10. [ C(2)D(x)dz=
0 0
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447. W kazdym z zadan 447.1-447.21 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki
(jako liczbe wymierna lub jako iloczyn liczby wymiernej i liczby ).

>, COSNT >, cos2nx > cos(2n+1)x
Al) =2~ B(x)=> —— Clr)=2 — =
n=1 2 n=1 3 n=1 3
> cos3nx cos(3n+1)z > cos(3n+2)x
D(z)=2 —on ZZ—, Fla)=> — 5
n=1 10 n=1 n=1 10
™ 2
447.1. [A@@)de=... 447.2. [ B(x)*dz=. ..
0 0

2
447.3. / C(z)2 dz
0

I
N
=
\]
o
—

S
8

e
QL
)
I

447.5. 7E(a:)2dx:... 447.6. 7}?(3:)2 dr=...
447.7. 7A(x)3(x)dg;: 447.8 7A(x)c(x) dr =

447.9. 7,4(:5)1)(:5) dr=... 447.10. '7,4(:5)E($) dr=...
447.11. 7/1(9:)17(9;) do=... 447.12. 73(93)0(:5) dr=...
447.13. 73(95)17(:5) dr=... 447.14. 73(;5)E(x) dz=...
447.15. 73(93)17(93) do=... 447.16. 70@)1)(9;) dr=...
447.17. 70(x)E(x) dz=... 447.18. 70(1‘)F(1‘) dz=...
447.19. 7D(33)E(x) dr=... 447.20. 7D(x)F(x) dv=...

447.21. /E(x)F(x)dx:...
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