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Dzien 45 (czwartek 21 maja 2020)

Ciagi i szeregi liczbowe o wyrazach zespolonych

Jak juz nietrudno sie domysli¢, ciggiem liczbowym o wyrazach zespolonych® bedziemy
nazywac ciag (zp),cn, ktérego wyrazy z, sa liczbami zespolonymi. Zespolone szeregi
liczbowe to te same obiekty, co ciggi zespolone, tylko inaczej podane?.

Jak wiemy z doswiadczenia, gléwnym pojeciem analizy zwiazanym z wszelkiego rodza-
ju ciggami jest pojecie zbieznosci i granicy. Przypomnijmy wiec definicje granicy ciagu
liczbowego (o wyrazach rzeczywistych). Ciag liczbowy (a,) jest zbiezny do granicy g,
jezeli

VIV |a,—gl<e.
e>0Nn=N

Intuicyjnie: dalekie wyraz ciagu maja by¢ bliskie granicy. Za mechanizm uzaleznienia
dalekiego posunigcia si¢ w ciggu stosownie do maltosci epsilona odpowiada uktad kwan-
tyfikatorow. Kluczowa jest mozliwosé okredlania bliskosci dwéch liczb rzeczywistych?®
dzieki pomiarowi zwyklej geometrycznej odlegtosci miedzy liczbami na osi liczbowej.
Odlegtoscia liczb = 1 y jest po prostu modut ich réznicy: |z —y|. Skoro mamy miare tego,
jak bardzo dwie liczby sie réznia, to mozemy te miare wkomponowa¢ w definicje granicy
ciggu liczbowego.

Bedziemy mogli przenie$¢ te definicje na grunt liczb zespolonych, jesli zgodzimy sie
co do tego, jak mierzy¢ odlegtosci miedzy liczbami zespolonymi. Ale tu chyba nie ma
zadnego sporu, gdyz ze wzgledu na interpretowanie liczb zespolonych jako punktow ptasz-
czyzny mozemy po prostu przyjaé standardows odlegtosé euklidesowa, zgodnie z ktora
odlegtos¢ liczb zespolonych jest modutem ich réznicy.

W konsekwencji przyjmiemy, ze ciag (2,) jest zbiezny do granicy* g, jezeli

VIV |zm—gl<e.
e>0Nn>=N

Widzimy, ze definicja ta od definicji granicy ciggu rzeczywistego rozni sie tylko uzy-
ciem literki z innego konca alfabetu dla oznaczenia wyrazéw ciggu. Nic dziwnego, skoro
wartos¢ bezwzgledna liczby zespolonej oznaczamy tym samym symbolem, co w przypad-
ku rzeczywistym, a sformutowanie odlegtos¢ jest modutem réznicy nie zawiera bezposred-
niego odniesienia do rodzaju liczb o jakich méwimy.

Lub zespolonym ciggiem liczbowym.

2Jak zwykle szereg utozsamiamy z ciagiem jego sum czeéciowych. Terminologia si¢ przenosi poza
dwoma elementami:
e Co innego nazywamy wyrazem — w szeregu wyrazami nazywamy skladniki, ktére dodawane tworzg
wyrazy ciggu sum czesciowych.
e Inaczej zapisujemy granice — w ciagu trzeba napisa¢ ”"lim”, w szeregu po prostu piszemy sume
nieskonczenie wielu sktadnikow.

3W tym wypadku a,, oraz g.

4Qczywiscie g jest liczba zespolona.
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Nietrudno zgadngé, ze na podstawie tej definicji mozna przepisaé wiekszos$é torii zbiez-
nosci ciggow z przypadku rzeczywistego, a w szczegdlnosci:
e suma, réznica, iloczyn, iloraz® ciggdéw zbieznych jest ciggiem zbieznym i granica sumy,
roznicy, iloczynu, ilorazu ciagéw jest odpowiednio suma, réznica, iloczynem, ilorazem
granic,
e zmiana skonczenie wielu wyrazéw nie wptywa na zbieznos¢ i granice,
e lim z, =0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim_ |2,] =0,
e jezeli [2| <1, to lim 2" =0,
e jezeli lim z, =g, to lim |z,[=|g|.

Okazuje sie tez, ze pojecie granicy ciagdéw zespolonych pozornie sie trywializuje w ob-
liczu nastepujacego twierdzenia:

Niech
Zn =Tpn+Ynl,

gdzie x,,, y, sa liczbami rzeczywistymi. Wéwezas ciag zespolony (z,) jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy obydwa® ciagi rzeczywiste (x,), (y,) sa zbiezne. W takim wypadku
A 2o =l 2 -2 T g
Innymi stowy, zbieznos¢ ciaggu zespolonego sprowadza si¢ do zbieznosci dwoch ciagow
rzeczywistych: ciggu czesci rzeczywistych oraz ciagu czesci urojonych.

Ktos moze powiedzie¢: To jak tak, to po co sobie zawracaé¢ gtowe z cala ta teroria,
skoro ciag zespolony to tak naprawde para ciagdéw rzeczywistych? Po co bada¢ zbiezno$¢
ciagu zespolonego, skoro wyjdzie na to samo jak zbadamy dwa ciagi rzeczywiste? Okazuje
sie, ze nie do konca tak jest. Struktura liczb zespolonych moze by¢ czasami bardzo
pomocna, co najlepiej wida¢ na nastepujacym przyktadzie:

Przyktad: Obliczy¢ granice

. . 2
LITC OG0
e () ()"

Ktos chetny, aby roztozyé¢ wyrazenie pod znakiem granicy na cze$¢ rzeczywista i czesé
urojona? Nie sadze. Natomiast wystarczy zauwazyc¢, ze wszystkie cztery liczby zespolone
podnoszone do potegi majg modut miejszy od 1, a wiec odpowiednie potegi daza do zera.
W konsekwencji granica jest réwna 5/3.

5W przypadku ilorazu musimy zadbaé o to, aby do mianownika nie dostalo sie zero. W szczegdlnosci
granica mianownika musi by¢ niezerowa.

6Jedli jeden z ciagéw (,,), (yn) jest rozbiezny, to ciag (z,) jest rozbiezny niezaleznie od zachowania
drugiego z tych ciagow.
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Jesli chodzi o zespolone szeregi liczbowe, to z teorii szeregéw rzeczywistych przenosza
sie nastepujace kryteria zbieznosci:
o0
e Warunek konieczny zbieznosci: Jezeli z, /4 0, czyli |z, /0, to szereg >_ z, jest

n=1
rozbiezny.

e Zmiana wyrazow: Zmiana lub pominiecie skonczenie wielu wyrazow nie wplywa
na zbieznos¢ szeregu, ale moze wpltyna¢ na wartosé¢ jego sumy.

o0 oo
¢ Dodawanie/odejmowanie szeregéw: Jezeli szeregi »_ z, oraz »_ w, sa zbiezne,

n=1 n=1
[e.9]

to zbiezne sq szeregi Y (z, £w,) 1 przy tym

n=1
Y (zntwn) =Dz, £ wy,.
n=1 n=1 n=1

e Mnozenie przez stala: Jezeli ¢ jest liczba zespolona rézna od zera, to szereg »_ z,
n=1

e}
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg > cz,. Jesli te szeregi sa zbiezne,

n=1
to
o0 o
doezm=c > zn.
n=1 n=1
oo
e Szereg geometryczny: Jezeli ¢ jest liczba zespolong rézng od zera, to szereg »  cz"
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |z| <1. W takim przypadku

o0
d et =
n=1 1

cz

_Z‘

[e.e] oo
e Zbiezno$¢ bezwzgledna: Jezeli Y | |z,| < oo, to szereg Y z, jest zbiezny 1 wéwczas
n=1 n=1

[eS)
<2 |zl -
n=1

o0

Zn
1

n—

Zn+1

¢ Kryterium d’Alemberta: Jezeli lim =g €0, 00], to:

Zn

W przypadku g <1 szereg »_ z, jest zbiezny oraz z, — 0.

n=1

W przypadku g > 1 szereg Y z, jest rozbiezny oraz |z,| — co.

n=1

e Kryterium Cauchy’ego: Jezeli lim {/ |zn| = g €0, o], to konkluzja jak wyzej.
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Przytoczymy tez kryterium nie majace odpowiednika w teorii szeregdéw rzeczywistych:
[e.@]

e Rozklad na czeéci rzeczywista i urojona: Szereg Y (z, +yy,i), gdzie ,, oraz y, sa
n=1

oo (o.9)
rzeczywiste, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy obydwa szeregi Y _ x,, oraz” Y _ y, sa

n=1 n=1
zbiezne. Jak sie mozna spodziewac, w przypadku szeregéw zbieznych zachodzi réwnosé

S (@ tynd) =Y w0 +i- D> yn.
n=1 n=1 n=1

Jest jeszcze jedno wazne kryterium. Ale powolutku. Z teorii liczbowych szeregdéw
rzeczywistych znamy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych:
oo
Jezeli a,\, 0, to szereg > (—1)"a, jest zbiezny.

n=1
Na pierwszy rzut oka wydaje si¢, ze w tym kryterium nie ma miejsca na liczby zespo-

lone. Jednak okazuje sie, ze dopiero w liczbach zespolonych wida¢ glebie tego kryterium.
Trzeba sobie tylko wyjasni¢, czym jest liczba —1. Oto6z jest to liczba o module 1 rézna
od 1.

Mamy wiec:

e Uogdlnienie kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych:
Niech w bedzie taka liczba zespolona, ze |w| =1 oraz w # 1. Niech (a,) bedzie niero-
snacym ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich zbieznym do zera. Wowczas szereg

[e.9]
> aw”
n=1
jest zbiezny.

Na zakonczenie dzisiejszego wyktadu dwa zadania.

455. Rozstrzygnac¢ zbieznosé szeregu
X n+i

2 n24i

n=1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

71", zwlaszcza

"Niestety, w kontekscie liczb zespolonych trzeba bardzo uwazaé z uzywaniem spéjnika
w poblizu wzoréw, i zamiast niego trzeba uzywaé dtuzszego i mniej porecznego ”oraz”. Aby cho¢ troche
ukoié tesknote za tym spojnikiem, tak spreparowatem temat dzisiejszego wykladu na pierwszej stronie,

aby moc napisac:

Dzien 45 (czwartek 21 magja 2020) - 329 - Strony 326-331



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Rozwigzanie:
Rozdzielamy szereg na czes¢ rzeczywista i urojona:
® n+i X (n+i)-(n?—i) X nP+l+(nP-n)i X 3+1 & nt-n

> =2 =2,

—niti o nt+1 = n*+1 Z 4+1 Zn4+1'
Korzystajac z kryterium poréwnawczego dowodzimy rozbleznosm szeregu czesci rze-
czywistych:
© nd4+1_ 2 nd+0

2 >

1 &1
Sl S 2

n=1

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.

456. Rozstrzygnac¢ zbieznosé szeregu
X n+i

2 nd3+4i

n=1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Sposob I:

Rozdzielamy szereg na czesé¢ rzeczywista i urojona:

* n+i X (n+i)-(nP—i) Xnt+l+m3I-n)d Xnt+l | Xnd-n

> =2 =2, =2 +ie D

ondti oo n®+1 = nb+1 n®+1 onS+1
Korzystajac z kryterium poréwnawczego dowodzimy zbleznosm obu sktadnikow®:
4
X nt+1 nt+4nt > 1
—_ =2-) —<o0,
nz:l nb+ 1 Z n%+0 nz:l n?
0o n3 -n 0o n3 -0 77,3 0o n3

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny.
Sposob I1:

Zastosujemy kryterium zbieznosci bezwzgl@dnej oraz kryterium poréwnawcze:

fo'e) ; 2 2 3 2 o0 1
Z n3+z n Z\/n~|—n :2'272<OO‘
et S vnS+1 = vnS40 —=n

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny.

%"

8Zauwazmy, ze w drugim skladniku pomimo znaku ”-” wyrazy sg nieujemne.
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