Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 46 (piatek 22 maja 2020)

Ciagi i szeregi liczbowe o wyrazach zespolonych (c.d.)

457. Obliczy¢ sume szeregu zespolonego
o0 Zn
n=0 2n .
Dla ktérych z ten szereg jest zbiezny?
Wykorzystaé¢ otrzymany wynik do obliczenia sumy szeregu
X COSNT

>

n=0

Doprowadzi¢ wynik do postaci
a+bcosz

c+dcosx’

gdzie a, b, ¢, d sa liczbami caltkowitymi.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:

Dany w zadaniu szereg jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a; = 1
i ilorazie ¢ = z/2, skad wynika, ze jego suma jest réwna

aq 1 2
l-¢ 1-2 2-2’

oile |z/2| <1, czyli |z| <2, bo szereg geometryczny o ilorazie g jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy |g| < 1.

Przyjmujac z =cosx+isinz, co daje

2" =cosnx+isinn,

otrzymujemy
> cosnr X Rez" >, 2" 2
Z :Z :Re —:Re =
n=>0 2" n=0 A n=0 2n 2—2
2 2-(2—cosx+isinx) 2-(2—cosx) 4—2cosx
=Re P ol =Re 9 95— .
2—cosT —1sInx (2—cosz)?+sin“x  4—4cosz+cos?r+sin“c  5—4cosz

458. Obliczy¢ sume szeregu
X cos nx

D

n=0 3n

sprowadzajac wynik do postaci
a+bcosx

c+dcosz’

gdzie a, b, ¢, d sa liczbami caltkowitymi.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Przyjmijmy
z=cosz+isinx.
Wowcezas dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé
2" =cosnx+isinnx
i w konsekwencji

cosnx=Rez".

Przeksztatlcamy dany w zadaniu szereg, korzystajac po drodze ze wzoru na sume
szeregu geometrycznego:

X cosnr X Rez" SaA AN 1 3
= =Re — =Re (—) =Re ~=Re =
nZ::O 3n = " "0 " ,LZ::O 3 -2 3—=2
3 3-(3—cosx+isinz) 3-(3—cosx)
3—cosx—isinx (3—cosz)?+sin“x  9—6cosz+cos?z+sin“x
~ 9—3cosx
~ 10—6cosz
9—3cosx

Odpowiedz: Suma szeregu danego w tresci zadania jest rowna ——.
10—6cosz

Zespolone szeregi potegowe

Zespolonym szeregiem potegowym nazywanly szereg postaci
o0
> zn2",
n=0

gdzie z, sa wspoétczynnikami zespolonymi!, natomiast z przebiega liczby zespolone.

Na razie traktujmy taki szereg jak zespolony szereg liczbowy z parametrem zespolo-
nym z. Pytanie, jakie bedziemy zadawac, to pytanie o obszar zbieznosci takiego szeregu,
czyli problem wyznaczenia zbioru tych liczb zespolonych z, dla ktorych szereg jest zbiez-
ny. Wiecej opowiem o tym w nastepnym tygodniu, a na razie rozwigzcie? kilka zadan
na wyznaczanie obszaru® zbieznogci.

! Jednak czesto sa to liczby rzeczywiste.

2Jesli nie wiecie, jak sie zabieraé za takie zadania, potraktujcie pierwsze z nich jako przyktad i w miare
szybko obejrzyjcie rozwiazanie.

3Ktéry to obszar, jak sie przekonamy, jest kotem o érodku w zerze. Ale o tym dokladniej w nastepnym
tygodniu.
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Ogolne wskazowki sg takie:

1° Najpierw stosujemy kryterium d’Alemberta (ewentualnie Cauchy’ego), aby wyznaczy¢
promien kota, w ktérym jest zbiezny szereg*. Ten krok niewiele sie r6zni od analogiczne;j
procedury w przypadku rzeczywistych szeregéw potegowych.

2° Nastepnie rozstrzygamy®, w ktérych punktach brzegu kota zbieznosci szereg jest zbiez-
ny. Do dyspozycji® mamy nastepujace trzy kryteria:

o0
e Warunek konieczny zbieznosci’: Jezeli w, /0, czyli |w,| /0, to szereg Y w, jest

o n=1
rozbiezny.
(o] (o)
e Zbieznosé¢ bezwzgledna: Jezeli > |w,| < oo, to szereg > w,, jest zbiezny.
n=1 n=1

e Uogodlnienie kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych:
Niech w bedzie taka liczba zespolona, ze |w| =1 oraz w # 1. Niech (a,) bedzie niero-
snacym ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich zbieznym do zera. Wowczas szereg

[e.e]
> aw”
n=1

jest zbiezny.

459. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

Z3n

e

n=1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé¢, gdzie napotykasz trudnosci.

4Czyli promien zbieznoéci.

°0 ile nie rozstrzygneliémy tego w kroku 1°.

Inne kryteria wydaja sie tu mato uzyteczne.

"Zmienilem literke z na w, aby nie uzywaé z,, ktére nieco wyzej sa wspélczynnikami szeregu
zespolonego.
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Rozwigzanie:

Stosujac kryterium Cauchy’ego (mozna tez zastosowaé kryterium d’Alemberta) otrzy-
mujemy

25" 2> J=P

— N ad B

(=8)"-n| 8-¥n 8
Jezeli |z|3/8 < 1, czyli |z| < 2, to dany szereg potegowy jest zbiezny. Jedli za$ [z|>/8 > 1,
czyli |z| > 2, to jest on rozbiezny.

Wobec tego promien zbieznosci szeregu jest rowny 2 i pozostaje zbadacé zbieznosé
na okregu ograniczajacym koto zbieznosci.

n

Niech wiec |z| =2. Wéwezas dany szereg potegowy przyjmuje postaé
0o (_ 23 /8)n 0 ™
gdzie w = —23/8 jest liczba zespolong o module 1.

Jezeli w# 1, to powyzszy szereg jest zbiezny zgodnie z uogélnieniem kryterium Leib-
niza o szeregach naprzemiennych.

Natomiast dla w =1 otrzymujemy szereg harmoniczny, a wiec rozbiezny.

Pozostaje rozwigza¢ réownanie —z3 /8=1, czyli 2°=—8. Jednym z rozwigzan jest z=—2,
a pozostate dwa rozwigzania leza na okregu o $rodku w zerze i promieniu 2 w réwnych
odlegtoéciach katowych — maja argumenty 4 /3.

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny w kole o srodku w zerze i promieniu 2 wraz
z brzegiem oprocz trzech punktéw: —2 oraz 14 +/3i.

460. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

0o ZSn
ngl 16m.n

Poda¢ w postaci kartezjanskiej liczby zespolone uzyte do opisania obszaru zbieznosci.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Stosujac kryterium Cauchy’ego (mozna tez zastosowaé kryterium d’Alemberta) otrzy-
mujemy
ZSn

16" -n

Nl
_= _ .
16-/n 16

Jezeli |2]®/16 < 1, czyli |z| < /2, to dany szereg potegowy jest zbiezny.
Jesli zas |2[8/16 > 1, czyli |z| > /2, to jest on rozbiezny.

Wobec tego promien zbieznosci szeregu jest réowny /2 i pozostaje zbadaé zbieznosé
na okregu ograniczajacym koto zbieznosci.

n

Niech wiec |z| = v/2. Wéwcezas dany szereg potegowy przyjmuje postaé
00 Z8n

o wn
216n-n_,;?’

n=1

gdzie w = 28/16 jest liczba zespolona o module 1.

Jezeli w# 1, to powyzszy szereg jest zbiezny zgodnie z uogdlnieniem kryterium Leib-
niza o szeregach naprzemiennych.

Natomiast dla w =1 otrzymujemy szereg harmoniczny, a wigc rozbiezny.

Pozostaje rozwigza¢ réwnanie 28/16 =1, czyli 2® = 16.

Jednym z rozwigzan jest z = /2, a pozostale rozwiazania leza na okregu o $rodku
w zerze i promieniu v/2 w réwnych odleglosciach katowych — majg argumenty kr/4
przy k=1,2,...,7.

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny w kole o $rodku w zerze i promieniu v/2
wraz z brzegiem oprécz oémiu punktow: +£+/2, +iv/2 oraz £14,1.

461. Wyznaczy¢ promien® zbieznoéci zespolonego szeregu potegowego
n2 TLQ

O nt -z
> —.

= (n!)

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

8To znaczy, ze nie trzeba rozstrzygaé, co sie dzieje na brzegu kota zbieznodci.
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Rozwigzanie:

Stosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (1) traktowanego jako zespolony szereg
liczbowy z parametrem z.

Otrzymujemy

n n

nn2 . an

(nl)"
Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do rzeczywistego ciagu liczbowego (b,,).
Otrzymujemy

bopi  (nF1)"L 2t pl (0 1)-("7“)".12\

. — —(1+2) . .
b (n+1)! 2| (n+1) ( +n> [l —e-l2]
przy n — oo.

_|n"-z _n"-|z|”_

=b,.

n

n! n!

Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazéw ciagu (b,) réwnej e-|z|.

Jezeli e-|z] <1, czyli |z] <1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta b, —0< 1, skad na
mocy kryterium Cauchy’ego szereg (1) jest zbiezny.

Jezeli zas e-|z| > 1, czyli |z| <1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta b, — +00 > 1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego szereg (1) jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny 1/e.

Odpowiedz: Dany w zadaniu zespolony szereg potegowy ma promien zbieznosci 1/e.
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