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Dzien 47 (poniedzialek 25 maja 2020)

Zespolone szeregi potegowe (c.d.)

Przypominam, ze zespolonym szeregiem potegowym nazywamy szereg postaci
o
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gdzie z, sa wspotczynnikami zespolonymi, natomiast z przebiega liczby zespolone.

W piatek zobaczylismy kilka przyktadow, w ktorych wyznaczaliSmy obszar zbieznosci
zespolonego szeregu potegowego. W obliczeniach traktowalismy taki szereg jak zespolony
szereg liczbowy z parametrem zespolonym z. Co prawda bedziemy rozumieli, ze w ob-
szarze zbiezno$ci takiego szerego mozna z jego sum skomponowaé funkcje zmiennej ze-
spolonej z, ale o funkcjach zmiennnej zespolonej prawie nie bedziemy moéwié!.

Jak mozna podejrzewaé na podstawie dotychczasowych przyktadow, obszar zbieznosci
zespolonego szeregu potegowego jest kotem o §rodku w zerze, a promien tego kota nazy-
wamy promieniem zbiezno$ci zespolonego szeregu potegowego. W skrajnych sytuacjach
koto zbeznosci moze by¢ cata ptaszczyzna zespolona albo degenerowaé si¢ do zbioru jed-
nopunktowego ztozonego z zera. Jedli zag promien zbieznosci jest dodatni i skoriczony?,
to na okregu bedacym brzegiem tego kota moga sie dzia¢ rézne rzeczy: szereg moze by¢
zbiezny, szereg moze by¢ rozbiezny, szereg moze by¢ zbiezny w czesci punktow, a w czesci
rozbiezny.

Wyjasnia sie natomiast zagadka, dlaczego w przypadku rzeczywistego szeregu pote-
gowego uzywaliSmy zwrotu promien zbieznosci dla okreslenia potowy dtugosci przedziatu
zbieznoéci. Méwienie o promieniu przedziatu jest co najmniej dziwne3. Jednak rzeczywi-
sty szereg potegowy jest takze zespolonym szeregiem potegowym?*, ktéry to szereg po-
tegowy ma obszar zbieznoéci bedacy kolem na plaszczyznie zespolonej®, a ograniczajac
sie do prostej rzeczywistej widzimy tylko slad tego kota w postaci przedzialu. W konse-
kwencji promien zbieznosci rzeczywistego szeregu potegowego to promien kota, ktérego
ten przedziat jest srednica.

'A dokladniej: pozwolimy sobie nazwaé pewne funkcje czy tez zapisaé je wzorem, ale nie bedziemy
odnosi¢ sie do wlasnosci takich funkcji. Teoria takich funkcji jest niewyobrazalnie bogata i pelna fascy-
nujacych zjawisk. Na przyktad: funkcja zespolona majaca pochodng w sensie zespolonym, ma pochodne
wszystkich rzedow i jest suma szeregu potegowego; pewne calki rzeczywiste mozna obliczaé¢ catkujac
funkcje zespolone po krzywej okrazajacej osobliwo$¢ (hasto: residua). Ale to, skromnie liczac, wymaga
co najmniej semestralnego wyktadu. Jesli kogo$ to interesuje, moze w przyszlodci (po zaliczeniu Anali-
zy 3) zerknaé na wyklad z nazwa w stylu: Funkcje zespolone, Funkcje analityczne, Analiza zaspolona.

2Czyli mamy prawdziwe geometryczne koto.

3Ja zwykle podaje, ze mam 170 cm wzrostu a nie méwie, ze mam promien 85 cm.

4Wystarczy bowiem zamieni¢ literke x na z i uméwié sie, ze przebiega ona wartosci zespolone.

>Méwienie o promieniu jest tu jak najbardziej na miejscu.
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Dla ilustracji przedstawie® przyktady szeregdéw o charakterystycznych kotach zbiezno-
Sci:

e Cata plaszczyzna:
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nzom .
e Zbioér jednopunktowy zlozony z zera:
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e Koto o $srodku w zerze i promieniu R bez brzegu:
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¢ Kolo o srodku w zerze i promieniu R z brzegiem:
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¢ Kotlo o srodku w zerze i promieniu R z brzegiem bez punktu R:
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¢ Kolo o srodku w zerze i promieniu 2 z brzegiem bez 3 punktéw:
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e Kotlo o $rodku w zerze i promieniu v2 z brzegiem bez 8 punktéw:

o) ZSn
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e Kolo o érodku w zerze i promieniu 1 z sieczka’ na brzegu:

00 Zn3”
ngl n

6Bez wchodzenia w szczegdly dlaczego obszary zbieznoéci sg takie jak podaje — w wiekszoéci przy-
padkéw jest to tatwe éwiczenie.

"To znaczy, ze na okregu o promieniu 1 szereg jest zbiezny na gestym zbiorze i rozbiezny na ge-
stym zbiorze. Ten szereg jest bardzo podobny do szeregu trygonometrycznego z przyktadu 2 z 7 maja
(korona3b str. 271).
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Teraz zajmiemy si¢ jednym szczegdlnym szeregiem potegowym, a mianowicie szere-

giem o o

|

n=0 T
zbieznym na catej ptaszczyznie zespolonej. Poniewaz wspotezynniki tego szeregu sa licz-
bami rzeczywistymi, mozemy rozwazaé ten szereg na prostej rzeczywistej jako rzeczywi-
sty szereg potegowy: 0o
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Jak wiemy, suma tego szeregu jest funkcja wyktadnicza:
> o0 $n
ef= —.
n=0 n!

Podsumujmy wigc: mamy szereg potegowy, ktéry jest zbiezny zaréwno dla argumen-
tow rzeczywistych jak i zespolonych. I mamy funkcje, ktéra ma sens tylko dla argumentow
rzeczywistych®. Ta funkcja i suma tego szeregu sa réwne dla argumentéw rzeczywistych.
Skoro tak, to naturalnym wydaje sie, aby owa funkcje rozszerzy¢ na cata ptaszczyzne
zespolong przyjmujac jako jej definicje sume owego szeregu potegowego:

n
z < <
e = —.

Tak zdefiniowana funkcja wyktadnicza na ptaszczyznie zespolonej spetnia dla kazdych
liczb zespolonych 2y, z5 réwnosé
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gdyz wlasnos¢ ta moze by¢ udowodniona na gruncie formalnego mnozenia szeregéw po-

tegowych poprzez udowodnienie? réwnosci:

i (21+22 Z n Z
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To moze postuzy¢ do wyprowadzenia bardziej praktycznego wzoru na e*, bo trudno

sobie wyobrazi¢, abysmy do obliczen kazdorazowo uzywali szeregu. Jezeli z=x+yi, gdzie
x, y sa liczbami rzeczywistymi, to

€Z — er+yi — em . eyi )
Czym jest %, to rozumiemy. A czym jest tajemnicze ¥’ ? Nie ma wyjécia, ten jeden raz
musimy uzy¢ szeregu, bo innego punktu zaczepienia nie mamy. Otrzymujemy!°
) )2k+1 e (_ )k 2k 1)k 2k+1

i (yi)" (yi)* y y
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=cosy+i-siny.

=cosy =siny

8Bo na gruncie naszej dotychczasowej wiedzy nie wida¢ jak nadaé sens np. wyrazeniu e'.

9Nie jest to trudne, wystarczy bowiem przekonaé si¢, ze po obu stronach réwnoéci jednomian z¥ 22
wystepuje z takim samym wspélczynnikiem. Nie bawi¢ sie¢ w to jednak, bo nie jest to w tej chwili
najwazniejsze.

10Jak zwykle: jedli nie postugujesz si¢ biegle znakiem Y~ , rozpisz sobie te sumy z kropeczkami.
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W konsekwencji otrzymujemy wzor

T+Yi

e’ =e"(cosy+i-siny) .

Widzimy wiec, ze za wartos¢ bezwzgledna liczby e* odpowiada czesé rzeczywista licz-
by z, natomiast argument liczby e* jest czescia urojona liczby z.

Powyzszy wzér wyjasnia, skad sie wzigt zapis e¥' uzywany czasem jako skrot!! dla
napisu cosy —+1-siny.

Przy okazji wyjasnito sie tez, co oznacza wzoér €™ +1=0, ktéry zapewne podpatrzyliscie
u Krasnala Matematyka.

Morat stad jest nastepujacy: Jezeli mamy dobrze znana!? funkcje zmiennej rzeczy-
wistej, ktora to funkcja jest sumg szeregu potegowego, to mozna te funkcje rozsze-
rzy¢ na plaszezyzne zespolona'®. Oczywiscie nie dotyczy to np. funkcji wymiernych,
bo te bez zadnej taski sobie interpretujemy dla liczb zespolonych.

Dzisiejszy wyktad zakoncze wymienieniem kilku tego typu przyktadow!4.
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Na szczegdlng uwage zastuguje logarytm, ktéry okazuje sie byé funkcjg odwrotng!®
do funkcji wyktadniczej, a w zwigzku z tym moze byé obliczany wedtug wzoru!®:

Inz =1In|z|+7-argz.

1Poki nie mamy zdefiniowanej funkcji wykladniczej dla argumentéw zespolonych, to e¥* mozna uwa-
zac¢ tylko za dziwny skrot.

12T najlepiej: jako$ nazwana.

3Moze nie caly, moze tylko na jakie$ kolo o érodku w zerze.

14 Jak widaé przyklady te sprowadzja sic do zapisania funkcji rzeczywistej w postaci rzeczywistego
szeregu potegowego i zamianie literki x na z. Dla porzadku trzeba tez okresli¢ kolo zbieznosci szeregu
potegowego.

15To, ze jest funkcja odwrotna znowu wynika z pewnych tozsamoéci formalnych na szeregach potego-
wych. Podany szereg potegowy definiuje logarytm tylko w pewnym kole. Jednak logarytm jako funkcje
odwrotng do wykladniczej mozna zdefiniowaé na calej plaszczyznie zespolonej bez zera. Jednak taka de-
finicja nie jest jednoznaczna, bo funkcja wyktadnicza nie jest réznowartosciowa, np. e® =e?™. Ale takie
sg uroki funkcji zmiennej zespolonej i oczywiscie nie bede w to wchodzié glebiej.

16Zauwaz, ze logarytm ma tu argument z, a we wzorze powyzej ma argument 14z.
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