Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzienn 48 (wtorek 26 maja 2020)

Zespolone szeregi potegowe (c.d.)

Przypominam najpotrzebniejsze wzory z wczorajszego dnia:

Zi' cosy~|—2 smy) z=x+yi, r,yeR

o) _1)n+1 n
In(1+z)= Z 12| <1, z#£-1
Inz =1nlz| +¢-arg 2 [e=11<1, 2#0, gz (-5, )

462. Wyprowadzi¢ wzory na sumy

X sinnx X cosnx
) oraz

—  nl —  nl
n=1 n=0

Wskazéwka: 2z =cosz+1i-sinz.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Wstawiajac
z=cosx+1i-sinx
do wzoru
(0.0 Zn
€Z = 7'
n=0 1

i pamietajac, ze
2" =cosnx+1i-sinne,

otrzymujemy
i 2" i CoOSNI +1-sinne i cosnx . i sinnx
—on = n! n! — n!

7 kolei zastosowanie wzoru
e = ¢ (cosb+i-sinb)

dla a =cosx oraz b=sinz prowadzi do

7 = eoosTisine _ patbi _ 0 (cosh 4 -sinb) = e“? - (cossina +i-sinsinz) =
=e“®*.cossine +17-e°°* -ginsinx .
Wobec tego
o o 3
COSNT | sinnz . , L
Yo > =€ cossing +i- ¢ -sinsinz,
n=0 M n=0 T rzeczywi i
ywiste rzeczywiste
rzeczywiste rzeczywiste
skad
o
COSNT .
>~ =€ cossin
n=0 TV
oraz'
o
sinnz L
=e“®T.ginsinx .
n!

463. Podaé¢ wartosci calek (bez wykonywania catkowania !!):

2T 27.T

/ec‘)” -sinsinzx dx , / €. cossinx dx

b 0
o 2
/ecosx -cossinz - cosnz dzx /ew” -cossinz -sinnx dx ,
0
o 2
/ecosx -sinsinz - cosnz dz | /eCOSI -sinsinz - sinna dz .
5 0

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

1Sktadnik odpowiadajacy n =0 jest zerem, wiec go pomijamy.
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Rozwigzanie:
Z poprzedniego zadania wiemy, jakie sg szeregi Fouriera zdefiniowanych ponizej funkcji

f oraz g
* cosnr i

f(x)=¢" cossinz =Y _ —=ao+ > (ancosnz+ b, sinnz)
n=0 . n=1
oraz
o0 o oo
g(x)=e*" sinsinz =} e 7'm =co+ Y (cpcosnz+d,sinnx) .
n=1 T& n=1

7 przyrownania powyzszych szeregdéw trygonometrycznych wnioskujemy, ze odpowiednie
wspotezynniki sa rowne:

CL(]:]., p=—7, bn—oa

1
co=c,=0, d,=—.
n!

Wobec tego ze wzoréw na wspotezynniki szeregu Fouriera otrzymujemy?:
2m 27
/ e“*? -ginsinz dr = / g(x)dr=2m-cy=0,
0
2 2
/ew”-cossinx dx = / f(z)de=2m-ay=27,
0 0

o 2
/e“’”-cossinx-cosnxdz:/f(:v)-cosnxd:vzﬂ-anz%7
5 0
2T 2
/ecow.cossinz.sinnggd;p:/f(x)-sinn$dx=7r-bn=0,
5 0
o 2T
/ecosm-sinsinx-cosnxdxZ/g(x)'cosnxdxzﬂ'cn:O’
5 0

2T 2T

/ecosx-sinsinx-sinnx d:p:/g(x) sinnrdr=m-d, =— .
n!

0 0

464. Obliczy¢

= (1) < (-1
n; n oraz 7;)271%—1

przygladajac sie na wszystkie strony In(1+1).

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.

2Trzy calki réwne 0 sa calkami z funkcji nieparzystej, a przedzial catkowania mozna przesunaé
do (—m, ), wiec w tych przypadkach obeszlibySmy sie bez szeregéw Fouriera.
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Rozwigzanie:
Zgodnie ze wzorem

n(l+z)= Z

zastosowanym do z =1 otrzymujemy
) (_1)n+1 .

Z kolei wzor
Inz =In|z|+¢-argz

zastosowany do z=1+41 daje
In2

1n(1+z'):1n|1+z']+z'-arg(1+i):1n\/§+z'~1:7+z‘£.

Wobec tego

1 2 (=DM 2 (=1)F 2 o«
sk thloggiT o Ty
skad
oo (__ )k—i—l
Z =1n2
k=1
oraz 1)
> (-1 T
2 okl 4
k=0

465. Przytoczony wczoraj zespolony szereg potegowy

00 Zn-S”
nzzzl n

w punktach postaci z = e* /3" gdzie m € N oraz k € Z, jest zbiezny albo rozbiezny®

w zaleznosci od parzystosci k.
Zadanie dotyczy jednak zbieznosci tego szeregu w punkcie na okregu jednostkowym,

ktory to punkt jest innej postaci niz powyzsza.
Obliczy¢ sume tego szeregu dla z =1.
Przypomnienie:

3

(=1
02n+

_1)n+1 T
4 )

M8

=In2,

—_

n

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci

3To tylko tak dla informacji, bo do rozwigzania zadania to nie jest przydatne.
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Rozwigzanie:
Dla z =1, po uwzgl@dnieniu4 i*=14" dla a=b(mod 4), dany szereg przyjmuje postac¢’
oo 0o 420 32n :(2n+1)-32n+1 00 (_1)n 0o ;(2n+1)-3
i i
Z n nZO 2n+1 _,; = 2n+1
1)n+1 o S 2 X (-1 2 mi

f: Y

—on+1 2 Zon+1 2 4

In2
Odpowiedz: Dla z =14 suma danego szeregu jest rowna _n? — %Z

32n+1

4Uwzgledniamy to tak, ze 32"+1 =3 (mod 4), skad i

.gn . s s .32n+1 .3

przez i =1 dojsé do ¢ =1°.
SPierwsza réwnosé to rozbicie sumy na dwie sumy: w pierwszej znajduja sie skladniki o indeksach
parzystych, a w drugiej o nieparzystych. Przy okazji zmienia sie znaczenie zmiennej n. Jesli wolisz,

mozesz sobie wyobrazi¢ réwnosé

>

n=1

=43. Mozna tez wyjéé od i® =1, a nastepnie

3" o 2k-3%F 00 (2k+1)-3%F+1

Z 2k kzz;) 2k+1 7

gdzie w pierwszej sumie przyjmujemy n =2k, a w drugiej n=2k+1.
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