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Dzien 49 (Sroda 27 maja 2020)

Tydzien temu! zakonczytem wykltad nastepujaco:

Widac wyraznie, zZe szeregi potegowe i trygonometryczne majg zupetnie inne wiasnosci.
Jednak wkrotce zobaczymy, Ze sq one réznymi obliczami tego samego obiektu...

Przypomne, ze najwazniejsze réznice? to:
)

e Obszar zbiezno$ci szeregu potegowego jest przedziatem, obszar zbiezno$ci szeregu try-
gonometrycznego moze by¢ sieczka.

e Suma szeregu potegowego jest nieskonczenie rézniczkowalna, suma szeregu trygono-
metrycznego moze by¢ nawet nieciggta.

e Funkcja moze nie byé¢ sumag swojego szeregu Taylora, natomiast przy minimalnych
zalozeniach funkcja jest suma swojego szeregu Fouriera.

Mozna wiec przypuszczaé, ze szereg potegowy”
[e.e]
> epa”
n=0

jest czyms z innego swiata niz szereg trygonometryczny
o0

ap+ Y (a,cosnz+b,sinnx) .
n=1

Rzeczywisty szereg potegowy
o
> cpah
n=0
mozemy odnalez¢ jako slad zespolonego szeregu potegowego
[e.e]
> e
n=0
na prostej rzeczywistej. To nie wydaje sie by¢ jakas wielka niespodzianka. Natomiast
mniej oczywiste jest, ze szereg trygonometryczny mozemy prawie znalezé w zespolonym
szeregu potegowym jako nawiniety na okrag jednostkowy !!! Wystarczy przypomnieé¢

sobie, ze dla*
z=e" =cosz+i-sinx

mamy
2" =cosnx+1i-sinnx.

18roda 20 maja, koronad4.

2W tym miejscu wlasnosci szeregéw odnotowuje hastowo. Dla wigkszej precyzji trzeba sie cofnaé
do odpowiedniego wykladu.

3Wspélczynniki oznaczam przez c,, aby uniknaé konfliktu oznaczef ze wspoélczynnikami szeregu
trygonometrycznego, ktéry pojawi sie za chwile.

4Czyli dla z-téw z okregu jednostkowego sparametryzowanych z-em.
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Wtedy na okregu jednostkowym sparametryzowanym argumentem, zespolony szereg
potegowy przyjmuje postac:

o0 o0 [e.e] o0 o0
Y dpz2"=> dy(cosz+i-sing)"=>_ d,(cosnx+i-sinnx)=>_ d,cosnz+i-Y_ d,sinnz,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

co juz zaczyna pachnie¢ szeregiem trygonometrycznym.
Skoro wyszlismy od zespolonego szeregu potegowego, to jego wspotczynniki d,, nie
musza by¢ rzeczywiste. Jesli przyjmiemy na przyktad

d,=a,—b,-1,

to otrzymamy

o oo (o) o0 o
Y dpz"=> dycosnz+i- Y dysinne = (a,—b,-i)cosnx+i->_ (a,—b, i)sinnz =
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
o0 o0
=Y (ay-cosnz+b,-sinnz)+i- Y (a,-sinnz—b,-cosnz) .
n=0 n=0

Widzimy wiegc, ze szereg trygonometryczny jest czescig rzeczywista odpowiednio dobra-
nego zespolonego szeregu potegowego na okregu jednostkowym.

Namiatki tego zjawiska juz mieliSmy okazje doswiadczy¢, kiedy najpierw poznalismy
przyktad szeregu trygonometrycznego
> cos(n-3"-x)

ngl n ’ @)
ktorego obszar zbieznosci jest gesta sieczka, a jakis czas pdzniej poznaliSmy zespolony
szereg potegowy

Zn3"

S (©)

n=1 1

ktory jest zbiezny w kole o promieniu 1, ale na okregu jednostkowym jest zbiezny na ge-
stym zbiorze i rozbiezny na gestym zbiorze.

Niby dwa przyktady, a tak naprawde jeden, bo szereg trygonometryczny (#) jest cze-
scig rzeczywista zespolonego szeregu potegowego (©) na okregu jednostkowym, na ktéry
nawinieta® zostala prosta rzeczywista.

Przyjrzyjmy sie szeregowi potegowemu logarytmu:

>~ (1 n+1l.n
ln(1+z)zz()72 2| <1, z#£ -1
n=1 n
dla wygody® przepisanemu w postaci
—ln(l—z)zz% 2| <1, z#1
n=1

Szereg ten na okregu jednostkowym jest zbiezny poza punktem 1. Przyjrzyjmy sie
szeregom trygonometrycznym, ktérych slad mozemy zobaczy¢ na okregu jednostkowym.

5Przez parametryzacje z =e® =cosz +%-sinz.
61 urody.
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Wstawiajac do rozwazanego szeregu z = cosx +¢-sinx otrzymamy kolejno:

[e.@] - n
—In(l—cosz—i-sinz)=">Y (cosz+i-sinx) |
n=1

n
. cos > si
—In|l—cosx —i-sinx|—i-arg(l—cosx—i-sinx)= > s > e :
n=1 n n=1 N
1 —sinx . cosnT > sinnx
——-In(2—2cosx)—1-arct = +1- ,
2 ( ) g1—cosx n ,; n
skad
1 X coSnx
——-In(2—2cosx) =
5 In( ) nZ:jl .
oraz ) _
sinx X sinnx
arctg = .
l—cosx ;=1 n
Po uwzglednieniu tozsamosci
1—cosx:2-sin2§
otrzymujemy
. CosSnNT 1 1 x x
— —n(2—2cosz) = —=-Indsin® L = —1 ‘2- i f‘
() nz::l o 5 n ( cosST) 5 Indsin® 5 n2-sin g
oraz
> sinnx sinx 2-sin % -cos % cos 1
(&) > = arctg =arctg— =25 2 =arctg——= =arctg—— =
=1 1—cosxz 2-8in” 5 sin 5 tg 3
x
arctgtg(g—g) dla z€(0, ) g—g dla z€(0, )
arctgtg(—g—g) dla ze€(—m,0) 573 dla z€(—m,0)

Zwroéémy uwage, ze szereg () jest rozbiezny dla z =0, gdyz wowczas otrzymujemy
szereg harmoniczny. A jego suma jest funkcjg nieograniczong majacg osobliwos¢ w zerze.
Tym samym otrzymaliémy przyklad funkcji nieograniczonej, ktora jest sumg’ swoje-
go szeregu Fouriera. To pokazuje, ze zatozenia, przy ktorych funkcja jest suma swojego
szeregu Fouriera, moga by¢ do$¢ skromne, gdyz nieograniczonosé funckeji jest czyms gor-
szym niz niecigglo$é¢ pzy zachowaniu ograniczonosci. A wzory na wspoétczynniki szeregu
Fouriera prowadza w tym wypadku do catek niewtasciwych.

Z kolei podana wyzej sume szeregu (&) nalezy uzupelni¢ o uwage, ze jest ona réwna
zeru w punktach postaci k7. Przy tym suma ta jest funkcja ciagta w punktach (2k+1)7
i nieciggta w punktach 2km.

To byl ostatni nowy temat. Reszte semestru poswiecimy na powtoérzenia,
uzupelnienia i merytoryczno-techniczne przygotowania do egzaminu, ktéry
odbedzie si¢ w formie zdalnej (najprawdopodobniej w poniedziatek 22 czerw-
ca 2020). Zaliczenie bedzie wystawione na podstawie egzaminu (z ewentual-
nym uwzglednieniem aktywnosci).

7Jedli zignorujemy rozbieznoéé w punkcie 0, czyli, ze wzgledu na okresowoéé, w punktach postaci 2kr.
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