Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dzien 50 (czwartek 28 maja 2020)

Dzi$ zestawienie zbieznodci réznego rodzaju ciagéw, szeregdéw i catek!.

Definicja zbiezno$ci ciggu
Rodzaj ciaggu Zapis Definicja/Definicje
Rzeczywisty ciag liczbowy (ay,) | a, — ¢ VIV |la,—gl<e
e>0Nn>N
Zespolony ciag liczbowy (z,) | z,—g VIV |zm—ygl<e
e>S0ONn>=N
Zbieznoéé jednostajna n=f VIV fi-fli<e
e>0Nn=N
ciagu funkeyjnego (f) VIV VY |falz)— flz) <e
e>0NzeDyn=2N
Zbieznos¢ punktowa fa—=fl VY Y 3V |faulx)=flz)<e
e>0xeDy Nn>2N
ciagn funkeyinego (£, ¥ fule) = @
z€Ds

Warunek konieczny zbiezno$ci szeregu/caltki

Rodzaj szeregu/calki Warunek Whniosek
Rzeczywisty szereg liczbowy > a, | a, 40 Szereg rozbiezny
n=1
Zespolony szereg liczbowy Y z, Zn 720 Szereg rozbiezny
n=1
Szereg funkcyjny > f,, | foll 72 0 | Szereg nie jest jednostajnie zbiezny
n=1
Calka / f(x)dx f(x)—g Calka jest rozbiezna
1 T—00
Zalozenie: f jest ciagta na [1, oo) g#0
Calka /f(m) dx f(z) 40 Nic nie wynika,
1 T— 00
Zalozenie: f jest ciagta na [1, o0) catka moze by¢ zbiezna

!Catek niewlaéciwych, rzecz jasna, bo tylko wtedy jest pytanie o zbieznoéé. W przypadku calek
niewlasciwych w tabelkach pojawiaja sie réwniez wlasnosci, o ktérych wezedniej nie méwiliSmy (zbieznosé
bezwzgledna, analogon szeregéw naprzemiennych).
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Zbieznos¢ bezwzgledna
Rodzaj szeregu/caltki Warunek Whnioski
Rzeczywisty szereg liczbowy > an] < oo Szereg Y ay, jest zbiezny
n=1 n=1
> an| < |an)
n=1 n=1
Zespolony szereg liczbowy > zn] <00 Szereg > z, jest zbiezny
n=1 n=1
> 2| <Y |2l
n=1 n=1
Szereg funkcyjny S lfull <oo | Szereg > fi zbiezny jednostajnie
n=1 =1
> Sl <Nl
n=1 n=1
b b b
Catka / f(z)dw / f(z)| dz<oo| Calka / F(x) dx jest zbiesna
a a b a b
Zalozenia: a,b € [—00,00], a <D, /f(:c) dx </\f(x)| dx
f jest ciagta na (a, b)

Szeregi i calki o wzorze potegowym
Szereg/catka | Wyktadnik Zbieznosé
< 1
> — p<1 Szereg rozbiezny
n=1 np
p>1 Szereg zbiezny
Td
e p<l Calka rozbiezna
P
p>1 Calka zbiezna
T
d
/ o p=>1 Catka rozbiezna
xP
0
p<l1 Catka zbiezna
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Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego

Rodzaj szeregu/ciagu Warunek Whiosek
Rzeczywisty szereg liczbowy a;LH —g€[0,1) | Szereg i a, jest zbiezny
n n=1
Rzeczywisty szereg liczbowy GZH —g€(—1,1) | Szereg i a,, jest zbiezny
n n=1
Zespolony szereg liczbowy ZZH —g€[0,1) | Szereg i Zn, jest zbiezny
n n=1
Zespolony szereg liczbowy % —g, |g|<1)| Szereg i 2, jest zbiezny
n n=1
Rzeczywisty szereg liczbowy GZH — g€ (1,00] | Szereg i a, jest rozbiezny
n n=1
Rzeczywisty szereg liczbowy CLZH —g, |g|>1 | Szereg i a, jest rozbiezny
n n=1
Zespolony szereg liczbowy ZZH — g € (1,00] | Szereg i Z, jest rozbiezny
n n=1
Zespolony szereg liczbowy il _, g, |g|>1 | Szereg i z, jest rozbiezny
n n=1
Rzeczywisty cigg liczbowy a;LH —g€][0,1) a, —0
n
Zespolony ciag liczbowy % —g€][0,1) 2 — 0
Rzeczywisty ciag liczbowy a;“ — g€ (1,00] |a,| — oo
Zespolony cigg liczbowy zZH — g€ (1,00] |2n| — 00

Rzeczywisty szereg liczbowy

Vlan| —9€10,1)

oo
Szereg > ay, jest zbiezny

n=1

Zespolony szereg liczbowy

Vlznl —9€00,1)

Szereg Y z, jest zbiezny

n=1

Rzeczywisty szereg liczbowy

Vlan| — g€ (1,00]

Szereg > a,, jest rozbiezny

n=1

Zespolony szereg liczbowy

Vlzn| =g € (1,00]

Szereg Y z, jest rozbiezny

n=1

Rzeczywisty ciag liczbowy

Vlan| —g€10,1)

a, —0

Zespolony ciag liczbowy

Vil —9€[0,1)

Rzeczywisty ciag liczbowy

Vlan| — g€ (1,00]

Zespolony ciag liczbowy

VI

Zn| — g € (1,00]
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Szeregi naprzemienne i uogélnienia
Rodzaj szeregu/calki Warunki Whiosek
Rzeczywisty szereg liczbowy an \, 0 Szereg i (—1)"a, jest zbiezny
n=1
Zespolony szereg liczbowy ay \, 0 Szereg i z"a,, jest zbiezny
n=1
lz|=1, z#1
Calka niewlasciwa f(x)\,0 | Calka 70 f(z)sinx dz jest zbiezna
PR 1
Catka niewlasciwa f(z)\,0 | Calka 70 f(z)cosz dx jest zbiezna
oo 1

Kryterium poréwnawcze

Rodzaj szeregu/calki Warunki Whniosek
o0 o0
Rzeczywisty szereg liczbowy 0<a,<b,, > b,<o0 > a, <oo
n;l nO:ol
Rzeczywisty szereg liczbowy 0<a, <b,, @y, = 00 > by, =00
1 n=1

Calka niewlasdciwa

f(z)dr < oo

Calka niewlasciwa

g(x)dr =00

Q\OQ\@

A teraz dwa zadania zwiazane z powyzszymi tabelkami.

466. Dowiesc, ze catka niewtasciwa

jest zbiezna.

oo .

sin+/z

/ ;/_dx
T

1

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium zbieznosci bezwzglednej dla catek niewtasciwych oraz z kry-
terium poréwnawczego dla catek niewlasciwych.

F|sin/x

[
1 T

1
dr< | —dr<oo.

467. Jedna z wtasnosci umieszczonych w tabelkach mowi, ze dla funkcji nierosnace;j
f:[1, 00) — R majacej w +00 granice réwna 0, catka

7f(x) sinz dz
1

jest zbiezna.
Udowodni¢ te wlasnosé przy dodatkowym zaltozeniu, ze funkcja f jest rozniczkowalna.
Wskazéwka: Catkowanie przez czesci.

Zanim zajrzysz na kolejng strone, rozwigz powyzsze zadanie, a przynaj-
mniej podejmij probe rozwigzania, aby wiedzieé, gdzie napotykasz trudnosci.
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Rozwigzanie:
Wykonujac catkowanie przez czesci otrzymujemy:

—70fl($)(—COSQ}) dr =

o0

/f(x) sinz dx = f(x)(—cosz)

xr=

Tr—00

= lim f(a:)(—cosx)—f(l)(—cosl)+/f’(m) cosz dr .

Granica
Jim f()(—cosa)
istnieje i jest réwna 0, co wynika z twierdzenia o trzech funkcjach i oszacowan
0<|f(x)(—cosz)|< f(z) —0 przy z— 0.

Natomiast caltka

7]“’(1’) cosx dx
1

jest zbiezna na mocy kryterium zbieznosci bezwzglednej oraz kryterium porownawczego
dla catek niewtasciwych 2:

0o o0

[V @)eossl do < [ 17w dr= [ ~7/)dr=—1(2)

1

=— lim f(z)+f(1)=f(1).

=0

2Trzeba tez zauwazyé, ze skoro f jest nierosnaca, to f(z) <O0.
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