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Normag supremum funkcji f nazywamy liczbe

If1] = sup | f(z)].
z€Dy

Definicja zbiezno$ci jednostajnej ciggu funkcyjnego:
Ciag funkcji (f,,) okreslonych na wspélnej dziedzinie nazywamy zbieznym jednostaj-
nie do funkcji f okreslonej na tej samej dziedzinie, co zapisujemy jako f, = f, jezeli

Tim || f— ]| =0.

Jezeli ciag (f,,) funkeji ciaglych jest zbiezny jednostajnie do funkeji f, to f jest funkcja
ciagla.

Jezeli ciag (f,) funkcji majacych ciagte pochodne jest zbiezny jednostajnie do funk-
cji f, a ciag pochodnych (f!) jest zbiezny jednostajnie do funkeji g, to funkcja f jest
rézniczkowalna i przy tym f'=g.

Szereg funkcyjny § fn 0 wyrazach bedacych funkcjami okreslonymi na wspolnej dzie-
n=1

dzinie, nazywamy zbieznym jednostajnie, jezeli ciag sum czesciowych (S,) okreslony
wzorem

5%:: 2: fk'
k=1
jest zbiezny jednostajnie. Tak jak w przypadku szeregéw liczbowych, granice ciggu sum

czesciowych nazywamy sumg szeregu.

Jezeli 5 || full < 400, to szereg funkcyjny > fn jest zbiezny jednostajnie.
n=1 n=1
Jezeli || fn]|-4 0, to szereg funkcyjny § fn nie jest zbiezny jednostajnie.
n=1

Jezeli szereg funkcyjny % fn 0 wyrazach bedacych funkcjami ciggltymi, jest zbiezny
n=1

jednostajnie, to jego suma jest funkcja ciagta.

Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego § fr maja cigglte pochod-
n=1

ne, a szereg ngl fl tez jest zbiezny jednostajnie, to suma szeregu nijl fn jest funkcja

rozniczkowalng oraz
0o ! 0o
(E:jh> ::zjf;'
n=1 n=1
Analogicznie w przypadku pochodnych wyzszych rzedéw.
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Obliczy¢ norme supremum funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem na podanej dzie-
dzinie.

425. f(z) = i, D;=R 426. f(x):xQ;xH, D;=R
427. f(z) == 2 fo( 1,2) 428. f(z)=2", Dy=(-4,3)
429. f(z)=ar ctgx D;=R 430. f(x)=arctgsinz, D;=R
431. f(z)=sinz+cosz, Dy=R 432. f(r)=2"—x, D;=(-1,1)

Oszacowaé od gory (przez dowolna, ale konkretng liczbe) norme supremum funkcji f
zdefiniowanej podanym wzorem na podanej dziedzinie.
7ot + 1122413 112t —72%2+13

433. = D;=R 434. D;=R
J@) = rigeys o f@) =i D
2T 4+ 5T 4 8% rodt
435. =- - —  D;=R 436. = D;=(0
f@) = G D /(@) 0/t4+1, 7 =(0, +0)
437. Dowies¢, ze szereg

X sinnz
nz::an—l—l

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciagly.

438. Dowies¢, ze szereg
X cosSnx

>

n=1 n3 +8

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja rozniczkowalng i ma cigglyg pochodna.

439. Dowied¢, ze szereg
i sin2"x
3n\ 2
n=1 < n >
jest zbiezny, a jego suma jest funkcja pieciokrotnie rézniczkowalng i ma ciggte pochodne
do rzedu piatego wtacznie.

440. Dowies¢, ze szereg
> sinnx

>

=1 3" +1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja majaca ciagte pochodne wszystkich rzedow.

441. Dowied¢, ze szereg
© n?.sinnx+cosn’x

2 nd+88

n=1
jest zbiezny, a jego suma jest funkcja trzykrotnie rozniczkowalng i ma cigglte pochodne
do rzedu trzeciego wiacznie.

442. Dowies¢, ze szereg

sin n2020x

Z

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja majagca ciggte pochodne wszystkich rzedow.
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