Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

3
468. Obliczy¢ wartosé calki oznaczonej / 15z -vx+1dx podajac wynik w postaci
0

liczby catkowite;j.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

1 formalnie

dx =2t dt.

Ponadto =0 odpowiada t =1, a x =3 odpowiada t =2, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 3] odpowiada przedziatowi
tell, 2].

Otrzymujemy
o 3 ’
/15a; Vitlde= /15 12—1)-¢-2t dt = 30- /t4 2dt=30-| = —= -
58
32-1 8—1
:30~<5—3>:6-31—1O-7:186—70:116.

Odpowiedz: Podana calka oznaczona ma wartos¢ 116.

469. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej / —— 5 - Pamigtac o uproszczeniu wy-
niku.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy mianownik funkcji podcatkowej
1

/ xdx _ xdx _ / xdx
Joa?—20+2 Ja?-2z+141 ) (x—1)2+1"
a nastepnie wykonujemy podstawienie

t=x—1, r=t+1
i formalnie

dr =dt.

Ponadto =0 odpowiada t =—1, a x =1 odpowiada t =0, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 1] odpowiada przedziatowi
€[-1,0].
Otrzymujemy

; d > dt | td 7 d
/ e /%:/tertlJr_/lt?il:

0 -1 1
0 )
t=—1

0
In(t?+1
t=—1

2
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Inl 1In2 In2 —T
7—7+arctg0 arctg (—1) :0—7—1—0—?—
2 7
RS
In2 =«
Odpowiedz: Podana caltka oznaczona ma warto$é 5 + T

470. Obliczy¢ catke nieoznaczong /

Jc3—x2
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:
r 1 A +B+D
w22 (x—1)-22 2-1 22 =z’
1=A-2*+B-(z—1)+D-(x—1)-x
1= A2*+Bx— B+ D2*— Dz,
0 = A+D
0 = B-D
1 = —-B,
skad B=—1,D=-11i A=1. W konsekwencji
1
/x?’—xQ—/x 1—;——dx—1n|x 1|+f—ln|x|—|—C'

471. Obliczy¢ warto$¢ granicy (ciagu)

li < ! + A + ) +...+ i +...+ An” )
im et ———+ .+ .
n—eo\nd3+4+1 n348  n3427 n3+ k3 n3+48n3

Rozwigzanie:
Przeksztatcenie danej w zadaniu granicy prowadzi do

P %(i,ﬂi%)hﬂ%(n S0 >)

2

gdzie
fo=1a

Poniewaz uzyskana granica jest granica ciagu sum Riemanna dla funkcji cigglej f na
przedziale [0, 2] odpowiadajacych podzialom tego przedziatu na 2n przedziatéw dlugosei
1/n, mozemy zapisa¢ jej wartos¢ w postaci podanej nizej catki oznaczonej. Korzystajac
ze Wzoru

g(x) dlale
) dr=In|g(z)|+C
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obliczamy wartos¢ tej catki:

Tao2dr 1 F3x%dr 1
[ad L PR L]

21113
3 3 :
0 +1 s +1

1
=3 (In9—Inl) =

=0

2In3
Odpowiedz: Podana granica ma wartos¢ Tn

V3
472. Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczone;j / x
0

3.arctgrde. Doprowadzi¢ wynik do po-

staci w- 7, gdzie w liczba wymierna.

Rozwigzanie:
Catkujac przez czedci otrzymujemy
V3
fajg arct 3c’dav—x—4 arctgr \/f G dr == -arctgV/3 1 3:6 -1+l dx =
/ BEETT e 4 e VI T T
\/5
97r17§21+1d37rlx3 Lot
=————- [ 2= r=———-| ——x+tarctgr =
13747/ 1+ 4 T3 *
(VB VBrarcigy8) =0T - T =0T
4 & 12712 3

2w
Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 5

00 Sin2017 n2016

473. Udowodnié¢ zbiezno$¢ szeregu 7;1 PR

Rozwigzanie:

Skorzystamy z kryterium zbieznosci bezwzglednej oraz z kryterium poréwnawczego:
o0 | 4jp2017 2016 0o ‘sinm” n2016’ 1 o0 1 © q

| = 1K < =
nz::1 n2/3 4 n3/2 — n2/3 4 n3/2 \nz::l n2/3 4 n3/2 \nZ=:1 04 n3/2 nZ::l n3/2 <00,
bo 3/2>1.

474. Obliczy¢ catke nieoznaczong / e** .sin3x dx .

Rozwigzanie:
Oznaczamy dang catke przez I(z) i catkujemy dwukrotnie przez czesei:
I(x) :/e% -sin3x dx = @;36 -sin3x—/ezz -3cos3xdr = 62’”-s2in3:1: - ; e*" - cos 3w dr =
= ‘E%S;Il?w —2 (e;x -Cos3x—/€;$ -(—3sin3x) dx)
_ 62$-521n3:v _3ee* -4(:0831: B Z o2 cin 3 do — e -s2m3x B 3-6233;10083]] B Z I(x).
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co prowadzi do
4-1(x)=2-*-sin3x—3-e* -cos3z—9-I(z),

skad
1) = 2-e2x-sin3:)§1—33~62$-cos3x s

475. Obliczy¢ granice (ciagu)

M s
Rozwigzanie:
Stosujac kryterium d’Alemberta lub Cauchy’ego dla ciagéw otrzymujemy
nll 19999
lim — = lim =0.

Standardowe rachunki sg tu pominiete, ale w rozwigzaniu musza sie znalezé
wraz z powolaniem sie na odpowiednie kryterium.
Wobec tego

R T e VA ek S A
lim ———urn = lim ————= lim S = =1
n=00 \/4n 4 9999  n—cogn, 14 n n—00 \/1+n V140

4n 4n

476. Funkcja rézniczkowalna f:R—R ma pochodna dang wzorem f’(x)=|z|. Ponadto
wiadomo, ze f(—1)=—1. Wyznaczy¢ f(1).

Rozwigzanie:
Poniewaz
—z dla ze€(—o0,0)
fx)=
r dla z€l0, +o0)
otrzymujemy

l’2

——+C dla z€(—,0)

2
Fa)=q 5
?+D dla z€[0, +00)

Przy tym ciagtos¢ funkcji f w punkcie 0 wymaga zgodnos$ci wartosci okreslonych
podanymi wyzej wzorami dla x =0, czyli musi zachodzi¢ réwno$¢ C'= D.

Warunek f(—1)= —1 sprowadza si¢ do C'=—1/2.

Ostatecznie

dla z € (—o0,0)
fx)=

N

z*
2
T

5 dla z €0, +00)

N~ N —

Zatem f(1)=0.
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dx
477. Obliczy¢ catke oznaczona [ ———~=.
1/ Vr+ Jx
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie x =15 i formalnie dz = 6t° dt, otrzymujemy'
2 2
6t° dt 73 dt B+1 1
- =6- — dt=6- t2—t+1——dt—
3 342
.1/\/5+\/5 1/15 +1 /t+1 /t+1 t+1 / t+1

:2t3—3t2+6t—61n|t+1| =16—12+12—6In3—2+3—6+6In2=11—6In3+6In2.

t=1
- : . 2
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 11 —6In3+6In2 =11 +61n§.

478. Obliczy¢ granice (ciagu)
55n

lim n”- Z VvVt k

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej pararnetru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

55n

np. Z\/ Von+k np+1 Z\/ Von+k np+5/4 1+\/9—|—E:
— n
_ o p+5/4 1=
=n Zf
gdzie f(z)=V1+v9+uz.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggtla, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciagowi podzialow przedziatu catkowania na 55n przedzialéw rownej dtugo-
sci 1/n daza do calki oznaczonej, przy obliczaniu ktorej korzytsamy z podstawienia

t=v1+V9+z, czyli v= (1~ 1)2 ~9=t' 2>~ 8 i formalnie dz = (4¢>— 4t) dt.
55n

lim 1 Zf f d.:z:— 1+V9+xde= St- 4t —4At) dt=4- 3t4—t2dt:
2 ( ) 2

3
5 43 —
A <t t )‘ 4.<243 32 27 8> 4. (211 19) 4.633 95 _ 4 238

5 3 5 3 15 15

2152
=1
Powyzsza wartos¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nP°/4 bedzie réwny 0, czyli dla p=—5/4.

Odpowiedz: Dla p=—5/4 dana w zadaniu granica ciggu jest réwna 2152/15.
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