Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

479. Obliczy¢ catke nieoznaczong,

/xQ- \3/:E+1dx.

Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie t= /= +1, czyli t=t3—1 i formalnie dx=3t>dt, otrzymujemy
2 Y o= [(P—1) 32 dt =3 [ -2+ pa—3 (L2 ) yo
/l‘-$+ l’—/(—)" —'/— + _‘170_74—1—_

310 617 3t4 3-(x+1)108 6. (x+1)7 3. (x+1)¥3
_ 3t Lo (z+1)°  6-(z+1) N (r+1) el
10 7 4 10 7 4
Uwaga: Mozna tez catkowac przez czesci.
480. Obliczy¢ catke oznaczong
/ 22 Inz dx .
1
Rozwigzanie:
Wykonujac catkowanie przez czesci otrzymujemy:
€ 3 c 31 31 ¢ 3 3¢
/xQ-lnxdx:%-lnx —/x— xdmzeg—g-/xzdxze?)—(g ):
1 z=1 1 z=1
S 12
3 9 9 9 9
2e3 1

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 9 + 9

481. Obliczy¢ granice
" n+k
lim —_—.
n%ookgl n2 _'_ k2
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy'
"ont+k 1 & 1+k/n n
> Y (5
on?+k?2 n =1+ (k/n)? =
1+x
dzie =—.
Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggla, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciaggowi podziatéw przedziatu catkowania na przedziaty rownej dtugosci daza
do catki oznaczonej:

1
1 In(1+22
lim —- Zf( ) /f dx— d:v—arctga:—l—(;—x) =
n =1 =0
B t1+12 o) In2 7T+ln2
= arctg 5 —arcts 5 =4t g
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Otrzymujemy wiec
" n+k 7w In2
li ——=—+—.
482. Wiadomo, ze dla funkcji rézniczkowalnej f: [a, b] — R, gdzie 0 < a < b, pole
powierzchni powstaltej przez obrét krzywej
{(z, f(2)): w€la, O]}

wokot osi OY jest rowne
b
27r-/:17- 1+ (f/(x)) dz .

Wyznaczy¢ pole powierzchni
{(:1:, y,2): 22 +y*=2< 1} .

Rozwigzanie:

Poniewaz dana w zadaniu paraboloida obrotowa powstaje przez obrét wokoét osi OZ
huku paraboli o réwnaniu z=22, 0<x <1, umieszczonego w plaszczyznie X Z, przyjmiemy
w podanym wzorze f(z)=x% a=0, b=1.

Biorac pod uwage, ze f'(x) =2z oraz wykonujac po drodze podstawienie ¢t =1+ 4z?,
czyli formalnie dt = 8x dx, otrzymujemy:

b 1 5
2
27T-/:10-\/1+(f’(x))2d:17:27r-/:1:-\/1+4x2dx:%-/\/Eclt:%-g-tg/2
a 0 1

_ M3 T T _
=50 56 (5v5-1) .

5
:I.t3/2

6

5

Odpowiedz: Pole danej w zadaniu powierzchni obrotowej jest réwne % (5\/5 — 1).

483. Funkcja ciagta f:R— R jest dwukrotnie rozniczkowalna na zbiorze R\ {3}, a jej
pochodna drugiego rzedu jest dana wzorem

ff(x)y=2 dla zeR\{3}.
Ponadto wiadomo, ze f(z) ==z dla z €{0, 2, 4}. Wyznaczy¢ f(5).
Rozwigzanie:
Poniewaz

d2

da?
a funkcjami o drugiej pochodnej réwnej 0 sa funkcje liniowe, funkcja f jest okreslona
wzorem

2:2’

2+ Az +B dla x€(—o0,3)
flx :{ (x)

2?4+ Cr+D dla 1€[3, +00)

Przy tym ciagtos¢ funkeji f w punkcie 3 wymaga zgodnosci wartosci okreslonych poda-
nymi wyzej wzorami dla x =3, czyli musi zachodzi¢ réwnosé

3A+B=3C+D. ()
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Warunki f(z) =z dla z € {0, 2, 4} sprowadzaja si¢ odpowiednio do

0=B, ()
2=4+2A+1B, (@)
4=16+4C+D. (W)

Rozwiazanie ukladu otrzymanych czterech réwnan (&), (), (©) i (#) prowadzi do
A=—1 B=0, C=-9, D=2,

Y

Ostatecznie
O dla z€(—o0, 3)
fx)=

22 —9z+24 dla x€[3, +00)

Zatem f(5)=

484. Obliczy¢ catke oznaczong

9
/arctg% dx .
1

Pamietaj o uproszczeniu wyniku.

Rozwigzanie:

Podstawiamy x =t*, czyli formalnie dx = 4¢3 dt:
9 V3
/ arctg vz do = /4153 -arctgt dt .
1 1

Nastepnie wykonujemy catkowanie przez czesci:

V3 V33,
/ 4¢3 - arctgt dt =t* - arctgt - / t dt =
- 2+1
V3,4 V3
" —1+1 T 9
—9-arctg\/§—arctg1—1/t2+1d = —4—1/15 —1—1— d
V3

S t+arctgt
=3r——— | = —t+arc
1 |3 &

t=1

3-
:37r—7r—( V3 \/_+arctg\/§—f+1 arctgl):

4 3
T 2 871' 2
- : . 2
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 3 3
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485. Obliczy¢ granice (ciagu)
lim 7+ (Vn+1+Vn+2+ Vn+3+Vn+d+...+ V8 —2+¥8n—1+ V8n)

n—oo
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
™ 1 ™ 1 ™ k 1 ™ k
SnP it k=n" = Vntk=ntt3 2% 31+f:np+4/3.f.zf <1+> 7
k=1 n =1 n =1 n n =1 n

gdzie f(z)= Jw.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciggowi podzialow przedzialu catkowania na 7n przedziatéw réwnej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczone;j:

| By f ;i 3 sl
1 —_— — g = 3 _ — .
Jim = k;f(un) /f(x)d:v [ Vrde="a

1

3 3 3 45
:—~1 ——:—1 = — .,
4 0 4 4 > 4

=1
Powyzsza warto$¢ bedzie granica rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nP™*/3 bedzie réwny 0, czyli dla p=—4/3.

Odpowiedz: Dla p=—4/3 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 45/4.
486. W kazdym z zadan 486.1-486.5 podaj w postaci uproszczonej norme supremum

funkcji f okreslonej podanym wzorem w podanej dziedzinie.
Przypomnienie: || f|| =sup{|f(z)|: v € Dy}.

486.1. f(v)=2"-5 D;=(-1,3), [If|=5

486.2. f(z)=2"—15, D;=(-1,3), |[f|=16

1

486.3. - D =R =1/4
f@)=——y—ss Di=R, Ifl=1/
486.4. f(z) ! D;=R, |If|=1
Yz N r)=——— = —

24445’ ! ’

486.5. f(v)= D;=R, |f|=4/3

I e e T N
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487. Obliczy¢ warto$¢ calki oznaczone;j
3

/ dx

/ 1+ Va2 —dr+4
Doprowadzi¢ wynik do postaci niezawierajacej ,arctg”.
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze

/3 dx _/ x
/ 1+\3/x2—4x+4_1 1_;_({3/@)2

i wykonujemy podstawienie t=/z — 2, czyli r=t3+421i formalnie dov=3t?dt. Otrzymujemy
3

dx o 3t2dt Cri—tdt _, o o[ dt
/ - _3/ 3/1dt 3/

1 1+(\3/m>2 E 1+¢2 “1 L
1
3
:6—3-(arctgt ):6—3-arctg1+3-arctg( 1)=6— 3Z+3 7—6—?
t=—1
3T

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 6— >

488. Obliczy¢ sume szeregu
X n
ngl nt+4

Wskazéwka: n* +4=(n?—2n+2)-(n?+2n+2).

Rozwigzanie:

Roztézmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:

no n _ An+B n Cn+D
nt+4  (n2-2n+2)-(n2+42n+2) n2-2n+2 n24+2n+2’
n=(An+B)- <n2+2n+2) +(Cn+D)- <n2—2n+2> :

n=An3+2An’+2An+ Bn®>+2Bn+2B+Cn® —2Cn*+2Cn+ Dn*> —2Dn+2D ,

0 = 2B+2D, (n°)
1 = 24+2B+4+2C0-2D), (n')
0 = 2A+B-2C+D, (n?)
0 = A+C. (n?)

7 pierwszego i czwartego réwnania dostajemy odpowiednio D=—B oraz C'=—A, co pro-
wadzi kolejno do
1 = 2A42B—2A+2B,
{ 0 = 2A+B+2A-B,

1 = 4B,
0 = 44,
B=1/4, D=-1/4, A=C=0.
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Zatem
no 1/4 /4 1/4 1/4
nitd  n2—2n42 n2+2n+2 (n—1)2+1 (n+1)241°
W konsekwencji sumy czesciowe danego szeregu wyrazajg sie wzorem
N

Zn:§:<( 1/4 1/4 ):

Znitd 2\ (n—1241 (n+1)2+1
[ 1/4 1/4 N 1/4 1/4 N 1/4 1/4 N
C\024+1 2241 1241 32+1 2241 4241) 7

1/4 1/4 1/4 1/4
+<(N—3)2+1_(N—1)2+1>+<(N—2)2+1_N2+1)+
1/4 1/4 414 14 1/4 3
+((N—1)2+1_(N+1)2+1> +
przy N — .

0241 1241 N2+1 (N+1)2+1 8

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest réwna 3/8.

489. Obliczy¢ sume szeregu
< (—1)**t 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2w 479 1625 3649 64 81 100 121 144 169
Wolno skorzysta¢ bez dowodu z rownosci
el | 7]_2
—n? 6
Rozwigzanie:

Poniewaz dany szereg jest bezwzglednie zbiezny, mozemy beztrosko zmienia¢ kolej-
no$¢ jego wyrazow, a nawet rozdziela¢ go na sume dwoch szeregéw. W konsekwencji
otrzymujemy

0o (_1)n+1 [e'e] 1

n=1 n= n=1 n=1 (2T n=1 (271) n=1 (2%)2

> 1 121 21 121 121 1x% x?

= ——2-7- _— = —_— _— = — _— = = — =
T;nQ 4 =n? nZ::lng 2 ngan 2 —=n*> 2 6 1
. i 00 (_1)n+1 ) ) 7T2
Odpowiedz: Suma szeregu » 5 Jest rowna —.
n=1 n
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