Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

490. Udowodni¢ zbiezno$¢ szeregu
i": (=)™ (4n—3)-(4n+1)
= (3n—2)-3n+1)-(3n+4) "

Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$¢ trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

lim (4n—3) (4n+1) — lim <4_§>'<4+%>'% _ _
= (3n—2)-(3n+1)-(3n+4) n—>00(3_2),<3+%>,<3+%> 3.3.3

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(4n—3)-(4n+1) - (4n+1)-(4n+5)
(3n—2)-(3n+1)-(3n+4) ~ (3n+1)-(3n+4)-(3n+7)’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
4n—3 S An+5
3n—2" 3n+7’
(4n—3)-(3n+7) > (4n+5)-(3n—2),
12n%+28n—9n—21> 120> —8n+15n.— 10,
1202 4+19n—21> 12n* +7n—10,
>

12n>11,

1
1
skad wynika, ze dowodzona nieréwno$é jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w treéci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

491. Funkcja f: (1, +00) — R jest okreslona wzorem

f(x) = [ (logyt—3)*"'" dt.
1
Wyznaczy¢ punkt, w ktéorym f osigga najmniejszg wartosc.
Rozwigzanie:
Poniewaz f'(z) = (logyz —3)*""", mamy f'(z) <0 dla z € (1, 8) oraz f'(z)>0 dla z>8.
Stad wniosek, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (1, 8) i rosnaca w przedziale
(8, +0), a zatem osigga najmniejsza wartos¢ w punkcie 8.

Odpowiedz: Dana w zadaniu funkcja osiaga najmniejsza wartos¢ w punkcie 8.

Lista 15R - 374 - Strony 374-380



Jarostaw Wroblewsk:

Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

492. W kazdym z zadan 492.1-492.20 podaj sume szeregu (moze by¢ liczba rzeczy-

wista albo jednym z symboli 400 i —00).

. 6
Niech a,, = —. Wowczas:
n

492.1. Y a,= +oo

n=1

492.2. > 2 =400

n=1

492.3. > (a,—aus1)=6
n=1

492.4. > (ap—an492)=9

n=1

[V]¢

492.5. Y (an —anys) =11

T
[y

492.6. Z (G/n+1 — an+2) =3

n=1

492.7. Z (an+1 — an+3) =5

492.8. z (an+2 — an+3> =2

n=1

492.9. i (ar —a;, ) =36

492.10. i (a7 —a;,,) =45

n=1 n=1
492.11. 21 (%21 - a?H—B) =49 492.12. 21 (a721+1 - a%+2) =9
n= n=

(0.9]
492.13. > (a7, —a’,3)=13

(0.9]
492.14. Zl (aF y—al,5) =4
n=

492.15. > (2% —2%+1) =63

492.16. > (2% —2%+2) =70

n=1

492.17. > (2% —20+3) =73

492.18. 3 (20 —202) =17
n=1

[]&

492.19. (20n+1 —2%+3) =10

3
I
_

492.20. Y (202 —20+3) =3
n=1
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493. W kazdym z zadan 493.1-493.14 podaj sume szeregu w postaci liczby catkowite;j

lub utamka nieskracalnego.

2
Niech a,, = on” Wiadomo, ze

Z iy

Wobec tego:

493.1. ni (an+aniy) =232

493.2. ni;fl(an+an+2):21/2

493.3. ni_'fl (n— 1) =1/2

493.4. é (ay — ayo) = 3/2

493.5. 2 (a2 —a2,,)=1/4

493.6. é (a2 —a2,,)=5/4

493.7. 2 (4% — 4on+1) =1

493.8. 2 (4% — 4on+2) = 4

493.9. §_O;1 (9% — Q1) = 2

493.10. i (9% —g+2) =10

493.11. %_%1(16@”—16“"“):3

493.12. i_ojl (167 —16%+2) = 18

493.13. i_ojl (VIT8a, — T+ 48,1, ) = 4

493.14. é (VI+48a, — 1+ 8Ba,s0) =10
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494. Obliczy¢ warto$¢ calki oznaczone;j
5

/ dx

) oa?—dx+5’

a nastepnie doprowadzi¢ wynik do postaci wm, gdzie w jest liczbg wymierng.
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie ¢t =x — 2 i formalnie dr = dt otrzymujemy

5 3

/ de | do _/ dt_
" x2—4x+5_0 (:1:—2)2—1—1_72 21 s

= arctg3 —arctg(—2) =
t=—2

3w
=

Nalezy zauwazy¢, ze ze wzgledu na niejednoznacznos¢ argumentu mogliémy popetnic¢
btad bedacy wielokrotnoscig 27. Jednak ze wzgledu na oszacowania

= arctg3 + arctg2 = arg(1+3i) + arg(1 + 2i) = arg ((1+3) (1 +2i) ) = arg(—5+ 5i)

© <arctg2<
— <arc —
4 82579
oraz
T <arctgd < T
4 8253
otrzymujemy
T
5 <arctg2+arctgd <m,
co pokazuje, ze otrzymany wynik jest poprawny (dodanie lub odjecie 2m wyprowadzitoby

g0 poza otrzymane powyzej oszacowania).

Odpowiedz: Podana catka ma warto$¢ 3w /4.

495. Obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej

7
/ L
0 \3/ (z+1)?
podajac wynik w postaci liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

t=</r+1, r=t>—1

i formalnie
dx = 3t% dt.

Ponadto £ =0 odpowiada t =1, a z =7 odpowiada ¢t =2, przy czym zaleznos¢ ¢t od z jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [0, 7] odpowiada przedziatowi
2
1 t
3dt=12- [t —1dt=12-| ——t

tell, 2].
S 4o )
!FWx+1yd$_!‘ 2 tﬂ)_

Otrzymujemy
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16—1 15 4 11
_12.(4—(2 1)>_12-<4—4>_124 —33.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ 33.

496. Obliczy¢ warto$¢ calki oznaczone;j
6

/ dx
) 234377+ 2z
Zapisa¢ wynik w postaci Inw, gdzie w jest liczba wymierna.

Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:

1 B 1 A B C
34302420 x-(v+1)-(x4+2) ;+x74—1+r+2’
1=A-(z+1)-(z+2)+B-z-(z+2)+C-2-(z+1). (@)

W tym miejscu mozna wymnozy¢ iloczyny po prawej stronie réwnosci (©), a nastepnie
porownujac wspotczynniki wystepujace po obu jej stronach uzyskaé¢ uktad trzech réwnan
liniowych z trzema niewiadomymi A, B, C.

My jednak wybierzemy inng droge, a mianowicie podstawimy w réwnosci (©) kolejno

r=0, r=—1, x=—2 otrzymujac odpowiednio
1=2A, skad A—;
1=—B, skad B=-1
1
1=2C, skad C= 3
Wobec tego
6 6 6
dx 1/2 1 1/2 In|x| In|z+2|
—_ = —— dr = —1 1|+— =
/x3+3x2+2x / x x—|—1+x+2 . 2 nlz+1]+ 2 »
In6 In8 lnl ln3 In2  In3 3 In2 1113

—3-1n2—1n7—ln8—1n7—1n§.

8
Odpowiedz: Podana catka ma wartosé ln?
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497. Obliczy¢ warto$¢ calki oznaczone;j
2m
/ xcosx dx .
0

Pamieta¢ o uproszczeniu wyniku.

Rozwigzanie:

Sposob I: (rzemieslniczy)

Wykonujemy catkowanie przez czesci:

27 2 2 2
/xcosxda::a:-sinx —/sinajd:c:O—O—/sinxda::O,
0 z=0 O 0

gdyz caltka z sinusa po pelnym okresie jest réwna 0.

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartosé 0.

Sposob II: (pomystowy)
Wykonujac podstawienie x =t+m, czyli t =x —m, otrzymujemy:

27 ™ T ™

xecosxdr= [ (t+m)cos(t+m)dt=— [ (t+7)costdt=— [ tcostdt—m | costdt.
Jror= ] Jesmra ot

—T —T

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy zauwazyc¢, ze catka / tcost dt jest rowna 0 jako

—T
™

catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera, a catka / costdt

jest rowna 0 jako catka z cosinusa po peilnym okresie.

498. Obliczy¢ warto$¢ catki niewtasciwej

7 dx
) 2t ta
lub wykazac, ze calka ta jest rozbiezna.

Rozwigzanie:
Rozktadajac funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych otrzymujemy:

Tdr T d 11 -
/ Q:U :/ v :/—— dr =1In|z|—In|z +1|
Soitr S a(z+l) S ox+l .

=In

=
rz+1

r=

= lim In
z+1

“In=In|lim —— +In2=In|1|+1n2=1n2.
2 =00 p4-1

Odpowiedz: Podana caltka niewlasciwa jest zbiezna i ma warto$é¢ In2.

Lista 15R - 379 - Strony 374-380



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

499. Obliczy¢ catke nieoznaczong,

/ dx

22+22+50°

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy dang calkq i Wykonujemy kolejno podstawienia y=x+1 oraz t =y/7:

/ dx / / B dy 7dt
x2+2x+50 :U+1 +49 Y —|—49 49(y/7)? +49  J 492449

arctgt _arctg(y/7) _arctg((z+1)/7)
== /t2 +0=—" 0= - +C.

500. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwej

20 +1
/ dx .
xt+ a2
Pamigta¢ o uproszczeniu wyniku.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
20+1 1 _Az+B C D

ria? (22+41)-22 2241 HERPTE
2$—|—1:(A$—|—B)-[L’2—|-C'$-<ZE2+1>+D-<$2+1>,
20+ 1=Az* + Be* +Ca* +Cx+ Da* + D,

0 = A+C
0 = B+D
2 = C
1 =D
Stad otrzymujemy A=—-21i B=—1.
Wobec tego
Fougl 12 1™
/ ot —/— +—+—d:1:——ln(a: +1)—arctgm+21n|a:\—— =
x4 22+1 2241
V3 z=V3

1 x? 1
= lim (—arct li —— lim 1 In4 tgv3—2Inv3+—==
lim (—arc gx)+ergo< :c) + lim n(m +1> +1nd +arctgy/3 — 2InvV/3 + 7

T 0+Inl+ 241 <4> L_1 . 7m, (4>
= —— n n n .
2 3 T ATV 6 3

1 4
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartosc¢ T —+1In ( )

V3 6 3
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