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Liczba e.

Na poczatek rozwigzemy dwa zadania dotyczace monotonicznosci ciggdéw. Ale zanim
do nich przystapimy, przypomnijmy nieré6wnos$¢ miedzy srednimi geometryczng
i arytmetyczna:

Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x;, s, 23, ... ,2, zachodzi nieréwnosé!

n T1+To+x3+...+ T
Yr12923...0, < .

n

Inna wersja tej samej nieréwnosci:

.’IZ‘1+.§C2+I3++SL’R)”
n .

(1)

T1T2T3...Ty < <

Nieréwnosé (1) mozna wystowi¢ nastepujaco:
(*) Iloczyn n liczb rzeczywistych dodatnich o ustalonej sumie jest najwiekszy,
gdy liczby te sa réwne.

Istotnie, po obu stronach nieréwnosci (1) wystepuje tyle samo czynnikéw? (a miano-
wicie n), o takiej samej sumie réwnej x1+ o+ T3+ ...+ Tp.

161. Udowodni¢, ze ciag (a,) okreslony wzorem

1 n
(p = (1+>
n

jest rosnacy, czyli dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé
1\ 1 n+1
(1 + ) < <1 + ) .
n n—+1

Dang w tresci zadania nier6wnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
nn (n+1)n+17’

Rozwigzanie:

czyli3
(n+1)*"*t<n™ (n42)"+t. (2)

Mnozac nieréwnos¢ (2) stronami przez n otrzymujemy nieréwnosé rownowazna
n-(n+1)*" <"t (n42)"

ktora mozemy zapisa¢ jako

<n2+n) : (n2—|—2n+ 1)n < (n2+2n>n+1 : (3)

LA przy tym réwnoéé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby 1, T2, 3, ... ,Z, 53 réwne.

2Po prawej stronie wystepuje n réwnych czynnikéw.

3Do nieréwnosci (2) kazdy powinien doj$é bez problemu. I tu zaczynaja si¢ schody, bo nie od razu
widaé, co robié¢ dalej. Jedli mamy skorzystaé z nieréwnosci miedzy $rednimi w wersji (*), to po stro-
nie nieréwnosci, ktéra ma byé¢ wigksza, powinnismy uzyskac¢ iloczyn réwnych czynnikéw, czyli potege.
To oznacza, ze prawa strone nieréwnosci (2) trzeba uzupetié dodatkowym czynnikiem n.
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Poniewaz po kazdej ze stron nieréwnosci (3) wystepuje iloczyn n+ 1 czynnikéw o takiej
samej sumie réwnej n®+3n?+2n, wiekszg warto$¢ ma ten iloczyn, ktorego czynniki sg
rowne.

162. Udowodni¢, ze ciag (b,) okreslony wzorem

1 n+1
o= (1+1)
n

jest malejacy, czyli dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
1 n+1 1 n+2
<1 + > > (1 + > .
n n+1

Dang w tresci zadania nier6wnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
nntl (n_%l)n+2’

Rozwigzanie:

czyli*
(n+1)2"13 > prtl. (4 2)"F2 (4)

Mnozac nieréwnosé (4) stronami przez n+ 1 otrzymujemy nieréwnosé réwnowazng
(n+1)""*" > (n+1)-2" (n+2)"2,

ktora mozemy zapisa¢ jako
n+2 n+1
(n2+2n+ 1) > <n2+3n+2> : (n2+2n> . (5)
Poniewaz po kazdej ze stron nieréwnosci (5) wystepuje iloczyn n+2 czynnikéw o takiej
samej sumie réwnej n® +4n2 4 5n+ 2, wieksza wartoéé ma ten iloczyn, ktérego czynniki
sg roOwne.

Podsumujmy, co uzyskaliémy. RozwazaliSmy dwa ciagi okreslone wzorami

1\" 1 n+1
(1Y < (1Y,
n n

z ktérych (a,) okazal sie rosnacy, a (b,) malejacy.
Ciagi te s ograniczone, gdyz ciag (a,) jest ograniczony z gory® przez by =4, a ciag (by)
jest ograniczony z dotu przez a; =2.

4Zastosowanie nieréwnosci miedzy érednimi w wersji (*) bezpoérednio do nieréwnoéci (4) nie da
spodziewanych rezultatéw, gdyz suma czynnikéw po lewej stronie okazuje sie by¢ mniejsza niz po stronie
prawej. Bardziej subtelne oszacowanie dostaniemy dla czynnikéw bedacych wyrazeniami kwadratowymi
od n, a w tym celu trzeba czynniki liniowe pogrupowaé¢ po dwa. To wymaga parzystego wyktadnika
po lewej stronie i dlatego domnazamy nieréwnos¢ (4) przez n+1.

5Bo a1 < ay, < by, < by.
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Jako ciagi monotoniczne i ograniczone ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne. Niech wiec

. . I\
lim a,, = lim <1+> =e,
n

n—oo n—oo
oraz
n+1
lim b,, = lim (1+> =eyp.
n—00 n—00 n
Woéwezas
. bn €y
lim —=—,
n—oo an ea
ale takze

lim b—”: lim <1+1> =1.
n

n—oo a/TL n—oo

Stad wniosek, ze e, = ey, czyli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne do tej samej granicy, ktora
oznaczamy przez e.

Obejrzyj’ w internecie’ wyklad doc. Gérniaka z PWr:

1 n
Odcinek 22: Ciag (1+> .
n

6Zauwaz, ze dla dowodu monotonicznoéci ciagu (a,) doc. Gérniak postuzyt sie¢ nieréwnoécia Berno-
uliego. W istocie sa to takie same rachunki jak zaprezentowanie przeze mnie, nieréwns¢ Bernouliego jest
bowiem w swej istocie niczym innym jak nieréwnoscia miedzy Srednimi geometryczna i arytmetyczna
dla uktadu liczb, z ktérych wszystkie poza jedna sa réwne.

"Link do wyktadéw doc. Gérniaka: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html
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