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Granica funkcji.

Na poczatek przypomnijmy pie¢ funkcji z wyktadu 20:

2 =1
hn)="" Dy, =R\ {1}
x?—1
dla z+#1
fo(x)=3 x—1 7 Dy =R
1 dla z=1
2—1
dla z#1
fa()=1 z—1 # Dy =R
2 dla z=1
—1 dla z<0
fs(z)=sgn(x)=4 0 dla =0 Dy, =R
1 dla z>0
2 dla z=-4
fo(z) = Dy, ={-4}U]0, o0)
Vz dla >0

Funkcje f1, fo 1 f5 to prawie ta sama funkcja. Funkcja f3 to po prostu funkcja zdefinio-
wana wzorem f3(z)=x+1 okreslona na calej prostej rzeczywistej, tylko podana w nieco
dziwny sposéb. Funkcja f; to funkcja okreglona takim samym wzorem fi(z)=z+1, tyl-
ko z liczba 1 usunieta z dziedziny. Natomiast funkcja fy jest réwniez okreslona wzorem
fo=x41, z tym ze w punkcie 1 jej warto$¢ jest sztucznie zmieniona z 2 na 1. Jesli
nie chcielibsmy za wszelka cene sprawia¢ wrazenia, ze to, co sie dzieje w punkcie 1 jest
spowodowane postacig wzoru definiujacego te funkcje, to mogliby$Smy zapisa¢ prosciej:

filz)=2+1 Dy, =R\ {1}
z+1 dla x#1
f2(fv)—{ Dp,=R
1 dla z=1
fg(x):l'—i‘l DfSIR

Funkcje te réznia sie wiec tylko tym, co robimy z punktem 1. Jesli natomiast zigno-
rujemy! sam punkt z =1, to mozemy zauwazy¢, ze blisko punktu 1 funkcje te przyjmuja
wartosci bliskie 2. W przypadku funkcji f3, dla ktorej whasnie f5(1)=2, takie stwierdzenie
wyraza cigglosé tej funkcji w punkcie 1. Ciaglosé funkeji méwi bowiem?, ze w poblizu
rozwazanego punktu dziedziny wartosci funkcji sa bliskie wzorca, ktorym to wzorcem

1Czyli nie bedzie nas interesowaé warto$é¢ w tym punkcie, ani to, czy w ogdle nalezy on do dziedziny.
2W typowej sytuacji. O réznych niuansach bedzie troche pézniej.
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jest wlasnie warto$¢ funkcji w rozwazanym punkcie. Ale takiego naturalnego wzorca
w postaci wartosci funkcji w rozwazanym punkcie nie bedzie, jesli punkt ten wypadnie
z dziedziny lub funkcja przyjmie w nim warto$¢ wzietg z sufitu.

Przypomnijmy definicje ciggtosci funkcji w punkcie:
DEFINICJA: Funkcja f jest ciggta w punkcie zy € Dy wtedy i tylko wtedy, gdy
v 3 v [f(@)—f(z)l<e.

e>0 >0 €Dy
lz—zqg|<d

Baaaaardzo intuicyjnie mozemy powiedziec¢, ze
ez = f(z) = f ().
Jedli teraz zamiast wzorca w postaci f (zg) dopuscimy jakikolwiek inny wzorzec g € R
jako przyblizenia wartosci funkcji f w poblizu zy, mozemy zapisac, ze chodzi nam o
xrzy = flr)~g,

co po bezmyslnym zastapieniu f (zg) przez g da nam warunek:

—g|<e€.
EYO 550 weva ‘f@j) g| §
|lz—xqg|<d

Ale to nie jest dobrze, bo w punkcie xy funkcja f moze przyjmowaé jakas wartosé
z kosmosu, bardzo odlegta od g, wobec czego nie bedziemy mogli napisa¢, ze f(zo)~g.
A przeciez uméwiliSmy sie, ze wartos¢ w punkcie xg ignorujemy. Trzeba wiec umiesci¢
w rozwazanym warunku wykluczenie z rozwazan® ewentualnej wartosci funkeji f w punk-
cie zo:

e>0 550 xeva\{xo} f(z)—gl<e.
|z—zqg|<d

I to juz jest prawie* to, o co nam chodzi.

Nie jest chyba dla nikogo tajemnica, ze zmierzam do zdefiniowania pojecia granicy
funkcji w punkcie. Sformutujmy wiec taka oto pseudodefinicje:

PSEUDODEFINICJA: Funkcja f ma w punkcie xy granice rowna g wtedy i tylko wtedy,
gdy

r)—g| <ec.
e>0 6>0 =zeDyp\{zg} |f( ) g|
|[z—zg|<d
Wowczas zapisujemy
Am f(z)=g.

Powyzsza pseudodefinicja wyglada bardzo sugestywnie, ale jest pewien niuans, ktoéry
trzeba bedzie wypelnié.

3Czyli wymuszenie  # .
4Jak sie za chwile przekonamy, ”prawie” robi spora réznice.
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Przypomnijmy funkcje
2 dla r=-4
f9(x)={ Dy, ={=4}U[0, o)
Vo dla >0

i zapytajmy o jej granice w punkcie —1. W pseudodefinicji na poprzedniej stronie nie ma
bowiem ani stowa o tym, w ktérych punktach mozna sensownie pytac¢ o granice funkcji,
a w ktorych nie. Gdyby$my pozostawili psuedodefinicje jak jest, to funkcja f9 miataby
w punkcie —1 granice réwng v/17. Ale tez miataby tam granice réwna 5. Bo zgodnie
z pseudodefinicja kazda liczba rzeczywista g jest granicg funkcji fo w punkcie —1.

A to dlatego, ze biorac d =1, pod trzecim kwantyfikatorem mamy warunek

ve D\ (-1} A lo—(~D)| <1,

ktory nie jest spelniony przez zadng liczbe rzeczywistg x. A zatem catosé jest prawdziwa
niezaleznie od tego, co po tym kwantyfikatorze jest napisane®.

Ktos powie: No tak, caty problem bierze si¢ stad, ze punkt —1 nie nalezy do dziedziny
funkcji fy. Niestety nie tedy droga. Jakos nam nie przeszkadzato, ze punkt 1 nie nalezy
do dziedziny funkcji f1. A gdybysmy zapytali o granice funkcji f9 w punkcie —4 naleza-
cym do jej dziedziny, natkneliby$my sie na doktadnie ten sam problem, co w punk-
cie —1. Granica w punkcie —4 ma bowiem zaleze¢ od wartosci funkcji w poblizu —4, ale
w punktach réznych od —4. A takowych punktow nie ma.

Brakuje wiec w pseudodefinicji sprecyzowania, w ktérych punktach mozemy pytaé
o granice funkcji, a w ktorych nie. Przy czym nie jest to tozsame z nalezeniem punk-
tu do dziedziny funkcji, bo o granice funkcji mozna sensownie pyta¢ w punkcie spoza
dziedziny, a czasem nie mozna pyta¢ w odniesieniu do punktu nalezacego do dziedziny.

Kluczowe pojecie to pojecie punktu skupienia zbioru:

DEFINICJA: Punkt z jest punktem skupienia zbioru Z C R wtedy i tylko wtedy,

gdy

vV 3 |x—z|<e.

>0 zeZ\{z}
Intuicyjnie: Dowolnie blisko punktu z istniejg punkty ze zbioru Z rézne od z. Nie ma
przy tym znaczenia, czy z jest elementem zbioru Z czy nie.

DEFINICJA ROWNOWAZNA: Punkt z jest punktem skupienia zbioru Z C R wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (,,),cy © Wyrazach nalezacych do Z\ {z} zbiezny do z.
Symbolami: Istnieje cigg zbiezny (z,,),, oy, gdzie Z’an € Z\{z} oraz lim 7, = 2.

Otoz pytanie o granice funkcji ma sens tylko wtedy, gdy interesujacy nas punkt jest
punktem skupienia dziedziny funkcji. Porzadna definicja granicy funkcji w punkcie po-
winna wiec brzmie¢ nastepujaco:

SEfekt jest taki jakby$my mieli kwantyfikator ”dla kazdego z nalezacego do zbioru pustego”. Cokol-
wiek jest napisane dalej, taki warunek jest prawdziwy — mowimy, ze jest spelniony w proézni.
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DEFINICJA® GRANICY FUNKCJI W PUNKCIE: Niech z, bedzie punktem skupienia
dziedziny Dy funkcji f. Funkcja f ma w punkcie x, granic¢ rowng g wtedy i tylko wtedy,
gdy

r)—g|<ec.
e>0 6>0 =eDyp\{zo} |f( ) g|
|z—zqg|<d
Wowczas zapisujemy
Am f(z)=g.

Inna definicja granicy funkcji w punkcie to definicja ciagowa (Heinego), ktéra mozemy
otrzymaé z przeksztatenia odpowiedniej definicji ciagtosci funkcji w punkcie:

DEFINICJA CIAGLOSCL: Funkcja f jest ciagla w punkcie 2y € Dy wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,), .y 0 Wyrazach nalezacych do Dy i zbieznego do xg
zachodzi

T () = f (20)
DEFINICJA GRANICY FUNKCJI W PUNKCIE: Niech xy bedzie punktem skupienia dzie-

dziny Dy funkcji f. Funkcja f ma w x, granice réwng g wtedy i tylko wtedy, gdy dla

kazdego ciagu (z,,), oy © Wyrazach nalezacych do Dy \ {z} i zbieznego do x( zachodzi

Jim f(z,)=g.
Wowczas zapisujemy
Am f(z)=g.

Obie podane definicje granicy funkcji w punkcie sg rownowazne, ale dowodu tej réw-
nowaznosci przeprowadzaé nie bede.

Przyjrzyjmy sie teraz funkcji fs:

-1 dla <0
fs(z)=sgn(x)=4 0 dla =0 Dy, =R
1 dla x>0

Funkcja ta w punkcie 0 nie ma granicy, bo w pobliskich punktach przyjmuje ona za-
rowno wartosci —1 jak i 1. Jednak te dwie wartosci przyjmowane sa w sposob szczegolnie
uporzadkowany: warto$¢ —1 na lewo, a wartos¢ 1 na prawo. To prowadzi do pojecia gra-
nic jednostronnych. Chcielibysmy bowiem napisaé, ze zblizajac si¢ do zera z lewej strony
funkcja przyjmuje wartosci bliskie —1, a z prawej 1:

li%l_ sgn(z)=-1 oraz lir(1)1+ sgn(z)=1.

Formalne definicje granic jednostronnych sg nastepujace:

6Definicja ta jest nazywana definicja epsilonowo-deltowsa lub definicja Cauchy’ego.
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DEFINICJAT GRANICY LEWOSTRONNEJ FUNKCJI W PUNKCIE: Niech D; bedzie dzie-
dzing funkcji f i zalézmy, ze zo jest punktem skupienia zbioru® DN (—o0, o). Funkcja f
ma w punkcie xy granice lewostronng rowng g wtedy i tylko wtedy, gdy

[f(z)—gl<e.
>0 6>0 zeDN(zo—9,x0)

Wowczas zapisujemy
lim f(x)=g.
T—T
DEFINICJA® GRANICY PRAWOSTRONNEJ FUNKCJI W PUNKCIE: Niech D bedzie dzie-
dzina funkcji f i zatézmy, ze zg jest punktem skupienia zbioru®® D ;N (z¢, +00). Funkcja f
ma w punkcie xy granice prawostronng rowng g wtedy i tylko wtedy, gdy
f(z)—gl <e.
e>0 0>0 zeDN(zg,z0+9)
Wowczas zapisujemy
lim f (x)=g.

xﬂ:po

DEFINICJA'! GRANICY LEWOSTRONNEJ FUNKCJI W PUNKCIE: Niech D bedzie dzie-
dzing funkeji f i zatdzmy, ze zq jest punktem skupienia zbioru'? D;N(—o0, xo). Funkcja f
ma w punkcie x( granice lewostronng réwna g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu
(7p),en © Wyrazach nalezacych do DyN(—o0, x¢) i zbieznego do wy zachodzi

lim f(zn)=g.
Wowczas zapisujemy
lim f(z)=g.
I'—)$O

DEFINICJA'® GRANICY PRAWOSTRONNEJ FUNKCJI W PUNKCIE: Niech D; bedzie
dziedzina funkcji f i zalézmy, ze xo jest punktem skupienia zbioru* D;N(zg, +00).
Funkcja f ma w punkcie xg granice prawostronng réwna g wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ciggu (), © Wyrazach nalezacych do Dy N (zg, +00) i zbieznego do g
zachodzi

lim f(z,)=g.
Wowczas zapisujemy
lim f (x)=g.
Z'—’.Z’O

"Epsilonowo-deltowa czyli Cauchy’ego.

8Czyli lewostronnym punktem skupienia D -
9Epsilonowo-deltowa czyli Cauchy’ego.
10Czyli prawostronnym punktem skupienia Dj.
HCiagowa czyli Heinego.

12Czyli lewostronnym punktem skupienia D -
13Ciagowa czyli Heinego.
14Cgzyli prawostronnym punktem skupienia D -
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Przyjete definicje sa (w detalach) konsekwencja zatozenia, ze dopuszczamy dowolne
podzbiory zbioru liczb rzeczywistych jako dziedziny funkcji. Jesli jakis autor podrecznika
stawia dziedzinom funkcji istotne ograniczenial®, to niektére oznaczenia i wnioski moga
(w detalach) wygladaé nieco inaczej niz ja tu prezentuje. W szczegdlnosei niektore tadnie
brzmigce sformutowania moga wymagaé¢ komentarza lub doprecyzowania. Rozwiejmy
sobie (na przyktadach) kilka potencjalnych watpliwosci.

Czy warunkiem koniecznym istnienia granicy funkcji w jakims$ punkcie jest
istnienie i ro6wno$¢ granic jednostronnych w tym punkcie?

Zgodnie z przyjetymi przez nas definicjami: NIE.

Jezeli rozwazany punkt jest obustronnym!® punktem skupienia dziedziny, to TAK.
Ale jesli mamy jednostronny punkt skupienia, to jedna granica jednostronna jest tozsama
z granicg, a o drugiej granicy jednostronnej nie ma sensu mowi¢. Na przyktad funkcja
f:]0, 00) — R okreslona wzorem f(r)=+/z ma w zerze granice prawostronng réwna 0
i jest to tez granica funkcji, podczas gdy o granicy lewostronnej nie ma sensu mowic,
bo 0 nie jest lewostronnym punktem skupienia dziedziny. Mamy wigc:

glgli%\/E:xlirgL\/E:O.
Czy granica sumy jest sumg granic?

Innymi stowy, czy z warunkow!”

xhjglo h(z)=g9 oraz xligglo fo(x) = g2

wynika
lim (fi(z)+ f2(2)) =g1+92 7

T—To

Niezupelnie. 7Z tego, ze funkcje f; i fo majg granice w zy nie wynika, ze ich suma
fi+ f2 tez ma granice w x9. Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze zy jest punktem skupienia Dy,
oraz jest punktem skupienia Dy,, ale nie jest punktem skupienia Dy NDy,. Na przyktad:

liII(l) V=0 oraz lirr(l) VvV—x=0,
ale pytanie o granice

lim (v7+v/=7)

nie ma sensu, bo funkcja pod znakiem granicy ma dziedzine {0}.
Jedli jednak z jest punktem skupienia Dy, 4y, = Dy, NDy,, czyli jest sens pytac o gra-
nice xli_)rg}o (fi(x)+ fa(x)), to granica ta istnieje i jest réwna g; + go.

Te same uwagi dotycza roznicy, iloczynu i ilorazu granic.

5Na przyklad, ze musza byé przedziatlami lub sumami przedzialéw.

16Czyli jednoczeénie lewostronnym i prawostronnym.

TTutaj f1 i fo sa dowolnymi funkcjami — zapomnijmy, ze na poczatku tego wyktadu oznaczaly one
konkretne funkcje.
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Czy ciagglosé funkcji w jakims$ punkcie jest rownowazna temu, ze w tym
punkcie istnieje granica i jest ona rowna wartosci funkcji w rozwazanym punk-
cie?

Innymi stowy, czy f jest ciagta w zo € Dy wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(2) = f (20) ?

T—To

NIE. Na przyktad rozwazana wczesniej funkcja fy jest cigglta w punkcie —4, ale nie
ma sensu méwié tam o granicy, gdyz jest to punkt izolowany'® dziedziny.

Faktycznie jest tak:

Funkcja f jest ciaglta w xy € Dy wtedy i tylko wtedy, gdy:
punkt z( jest punktem izolowanym Dy
lub

punkt z¢ jest punktem skupienia Dy i przy tym
lim f(x)=f () .

T—T0

W praktyce rzadko sie zdarza, aby funkcja miala dziedzine z punktami izolowany-
mi, wiec jednym ze sposobéw badania ciggtosci funkeji jest poréwnanie wartosci funkcji
z granicg lub z granicami jednostronnymi.

Na co trzeba uwazaé przy obliczaniu granicy zlozenia funkcji?
Intuicja podpowiada, ze jezeli

i fl@)=yo oraz  lim g(y)=z0,

t019

lim g(f(2)) =z

r—x0

No bo pomyslmy. Jesli x — g, to f(x) — yo. A skoro f(z)— o, to g(f(x)) — zo. Chyba
w porzadku?

Oto6z nie do konca. Problem pojawi sie, gdy f bedzie w poblizu zy przyjmowaé war-

tos¢ yo. Wtedy do argumentu funkcji g dostanie sie zabronione y, jako f(z) dla = # zy.

Przyktad:

2 dla y#7
9(y) = Dy=R
3 dla y=7
Wtedy
lim f(x)=7  oraz limg(y)=2,
x—0 y—7
ale

lim g(f () =3 #2.

18Punkt izolowany zbioru to punkt nalezacy do zbioru, ale niebedacy jego punktem skupienia.
Przy zalozeniu, ze dziedziny nie robia nam takiego psikusa jak przy granicy sumy. Ale mozemy
nawet zatozy¢, ze Dy = Dy =R i nadal trzeba uwazac...
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