Egzamin AM-1 czes¢ 1, 6022025, godz. 9:00-11:00

Zadanie 1 (10 punktow)

Jakie najwigksze pole moze mieé¢ trojkat jak na rysunku obok? Dwa
wierzchotki to (0, 0) i (1, 1), a trzeci wierzchotek lezy na fragmencie para-
boli o réwnaniu y = z? odpowiadajacym z € (0, 1).

Wskazowka: Mozna bez dowodu skorzysta¢ ze wzoru na pole trojkata

—b

o wierzchotkach (0, 0), (1, 1) i (a, b): POLE = 19 5 J

Zadanie 2 (10 punktéw)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby caltkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢

(3n+2> 3
>—-6".
n 4

Zadanie 3 (10 punktow)
5
Udowodnij, ze liczba log o795 <9> jest niewymierna.

Zadanie 4 (10 punktéw)

Wyznacz (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2+12n+37—n: nEN} .

Zadanie O (10 punktéw)
Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=4lnz— .
Rozstrzygnij, ktora z liczb (obydwie & 78,70703 63727 20384) jest wicksza:
F(107) 4 f (107+2) = £(10000000) + f(10000002) ~ czy ~ 2-f(10000001)=2-f(107+1) ?
Zadanic O (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[0, oc0) — R okreslona wzorem
f(x)=In (:p7+3> .
Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych nieujemnych x, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fy)| <4-lz—y|.
Zadanie T (ZADANIE DODATKOWE)
Funkcja ciggla f:R — R spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej x warunek
f(f(f(x)==. (3-krotne zlozenie jest identycznoscia)

Udowodnij, ze wowczas dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnosé f(x) =x.
Zadanie 8 (ZADANIE DODATKOWE)

Funkcja f € C3(R) (tzn. majaca na catej prostej ciagte pochodne do trzeciego rzedu wiacznie)
spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej x warunek f”(z)>0. Udowodnij, ze woéwczas

FO)+3f(2) <3f(1)+f(3).
Wskazéwka: Zbadaj wypuktosé/wklestos¢ funkcji g(z)= f(x+1)— f(x).



