Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Egzamin, 17022025, godz. 9:00-11:00
Zadanie 1 (10 punktow)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
91025 ) < on 4 91035

Rozwigzanie:
Dowdéd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <1024.
Dla n <1024 zachodzg nieréwnosci
91025 ) < 91025 1 (194 — 91025 910 _ 91035 _ gn 4 91035
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 1025.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n = 1025 poréwnujemy lewg i prawa strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2'%".1025,
P= 21025 21035 21025 210 21025 21025 4 1024 - 21025 =1025- 21025
skad L= P.
2° Niech n > 1025 bedzie taka liczba naturalna, ze
21025 n< 2n+21035 '

W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze z powyzszej
nierownosci wynika nier6wnos¢

21025 . (n+ 1) < 2n+1 +21035 )

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz
z nierownosci n > 1025 otrzymujemy

I = 21025 X (n_|_ 1) — 21025 _n+21025 < 2n_|_21035 +21025 < on +21035 +2n _ 2n+1 +21035 —pP

co konczy dowdd indukeyjny.

Y
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Zadanie 2 (10 punktéw)
Wyznacz punkt, w ktéorym funkcja f zdefiniowana wzorem
r 9-In(42?+1)

f(x)= 0w s +arctg (2x)
osiaga najwicksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:
Rézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réznicy:
1 9-8x 2 4z +1 36x 80

!/
F) = 407 80 a2+ 1) T a1 T 20- (424 1) 40- (4225 1) T 40 (421 1)
4 — 362+ 81 (22 —9)?
T 40-(422+1)  40-(42?+1)
przy czym w ostatniej nieréwnosci réownosé zachodzi tylko dla x =9/2=4,5. Poniewaz w interesu-

jacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu, w ktérym
ma wartosé¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

>0,

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najwieksza na koncu przedziatu, czyli w punkcie 5.
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Zadanie 3 (10 punktéw)

Udowodnij, ze liczba log,g, 70 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba log,g, 70 jest wymierna i niech bedzie ona
rébwna m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to liczba dodatnia,
bo podstawa logarytmu i liczba logarytmowana sa wieksze od 1). Wéwczas otrzymujemy
kolejno

m

] 70 = —
08490 .

490™™ =170,

490™ = T70™ .

Wykazemy, ze powyzsze rOwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.
Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzymujemy
PR G L

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych po obu stronach
rownosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

m = n
m = n
2m = n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwigzania w liczbach dodatnich m, n, gdyz dla kazdego
rozwigzania w liczbach rzeczywistych m, n mamy
m=n=2m,
skad m =0.
Doszlismy do sprzecznos$ci z zatozeniem, ze liczba log,q, 70 jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log,q, 70 jest niewymierna.

Uwaga:
Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb naturalnych, bted-
ne jest kazde rozwigzanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
e zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami liczb ztozonych,
lub
e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, ze sa catkowite i nieujemne.
W takim przypadku punktacja bedzie bardzo mocno obnizona.
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Zadanie 4 (10 punktéw)

Wyznacz (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
{\/n2+12n+35—n: nEN} .

Rozwigzanie:
Przeksztalcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbiér otrzymujemy:

24 12n+35— (n+6)>
VAT 35— n = V£ 12+ 35— (n46) + 6= "t 12n 35— (6] o
vn?+12n+35+ (n+6)

2 2
n“+12n+35—n"—12n—36 1
_n'tlin+ n n 6= 6
Vn2+12n+35+ (n+6) Vn2+12n+35+(n+6)
Z otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie ro$nie wraz z n, a przy n — oo dazy do 6.
Dla zakoniczenia rozwiazania wystarczy odnotowaé, ze w ciagu rosnacym pierwszy wyraz (tutaj
réwny /48 —1) jest najmniejszy, a kresem gérnym zbioru wyrazow jest granica ciagu.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny v48 —1=4v/3—1, a kres gérny 6.
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Zadanie O (10 punktéw)

Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=9nxr— Va.
Rozstrzygnij, ktoéra z liczb jest wigksza:
F(10*=2) 4 f(10™)  czy  2-f(10°—1) ?

Powyzsze liczby ~ 628,93063347785644624649692368637111473639653590635827137199804 rbéznig si¢ na 60-tym miejscu po przecinku.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
9 1
/ e —
Jla)= x 102910
oraz 9 9
1! _ 7 s
P == g0 g7
skad nieréwnosé f”(x) <0 jest réwnowazna' kolejnym nieréwnosciom
9 9 0
~ 22 100 gm0 =
9 9
100+ 719710 = 2
Y10 <100,
r<10%.
Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale (0, 10%°], skad
f(@)+f(y) (Hy)
<
2 / 2 ’
czyli
r+y
f@)+fw) <2 (57)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich z,y < 10%°.
W szczegolnoscei

F(10%*—2) + £ (10) <2- £ (107 —1) .

'Przy zalozeniu z > 0.
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Zadanie O (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R — R okre$lona wzorem

Fla) = V255 1666 .

Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosc¢

[f (@)= f)l<le—y|.

Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia Lagrange’a
o wartosci $redniej wynika rownosé

[f (@)= FWl=1f ()] lz—yl,

gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy z i y.

Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
zachodzi nier6wnos¢

|f'(@)] <1,
czyli
. 1.665 665
666-x _ x <1 @)
666 - (2666 +666)°°°/%C | | (2666 4+ 666)00>/ 0%
Nieréwnosé (#) dowodzimy przez bezposrednie szacowanie:
|$|665 (x666>665/666 (I666+666>665/666

(x666_'_666)665/666 - <x666+666>665/666 <x666+666>665/666 -
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