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KOLOKWIUM nr 9, 3.02.2025, godz. 11:15-12:45

Zadanie ]_ 8 .

Oblicz sume szeregu
PRy

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze

1 1 A B
25 (2n—5)(2n+5) 2n—5 2045
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (2n—5)(2n+5) otrzymujemy
1=A(2n+5)+B(2n—-5). (%)
Dla n=5/2 otrzymujemy A =1/10, natomiast przyjecie n=—5/2 daje B=—1/10.

Inny sposdb: poréwnujec w réwnaniu (*) wspdlezynniki przy n oraz wyrazy wolne dostajemy uktad
rownan i go rozwigzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem
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co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/50.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/50.
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Zmajdz takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, ze funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(x)=ax+bVer?+d
jest odwrotna do funkcji g: R — R zdefiniowanej wzorem

g(x) =8x+3VT22+5.

Rozwigzanie:
Wykres funkcji g jest krzywa o rownaniu

y=8x+3VT7x2+5,

czyli

y—8r=3VTx2+5.
7 powyzszego réwnania wynika
y—2=3VT22+5+ 71 >V6322 +45—7|x| = V6322 +45— V4922 > 0,

a z podobnego réwnania

y—8x=—3V722+5
dochodzimy do
y—1=—3VT22+5+ 72 < —V6322+ 45+ 7|z| = —v/6322 + 45+ V4922 < 0.

Zatem roéwnanie wykresu funkcji ¢ mozna podnies¢ do kwadratu uzupelniajac je nieréwnodcia
y—x > 0. Otrzymujemy kolejno

y? — 162y + 6422 =632°+45,  y—2>0,
y? — 162y + 2% =45, y—x>0.

7 uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym réwnaniu, wykres funkcji f jako
symetryczny do wykresu funkcji g wzgledem prostej o rownaniu x =y, jest okreslony tym samym
rownaniem. Jednakze nierownosé¢ y —x >0 po zamianie z i y przybiera posta¢ y —x < 0. Zatem
wykres funkcji f jest okreslony warunkami

y* — 162y + 2% =45, y—x <0,
co sprowadza si¢ do rOwnania

y—8xr=—-3VT712+5.

Stad
f(z)=8x—3VT7x2+5.

Odpowiedz: Funkcja f odwrotna do funkcji g okreslona jest wzorem?

flz)=8x—3VT7z2+5.

1Czyli a=8, b=—-3, c=7, d=5, ale moze by¢ tez a =8, b=—1, c=63, d=45 lub ogdlniej a =8, b= —1/r,
c=63r3, d=45r2, gdzie r > 0. Jednak w zadaniu chodzi po prostu o podanie wzoru na funkcje f w zadanej postaci,
a nie bawienie sie mozliwymi wartosciami wspotczynnikéow, ktore w tresci zadania wystepuja tylko po to, aby
sprecyzowaé jak ma wyglada¢ wzor definiujacy funkcje f.
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Na potrzeby tego zadania powiemy, ze funkcja rézniczkowalna f:R — R jest cudowna, jezeli
dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢
(f'(2))* = f(x).
Na przyktad dla kazdej liczby rzeczywistej a funkcja f okredlona wzorem f(z)= (x —a)?/4 jest
cudowna.
Podaj przyktad cudownej funkcji f spelniajacej warunek f(2)= f(10)=1.

Rozwigzanie:
Warunki zadania sg spetnione przez funkcje
(m;4)2 dla z € (—o0, 4],
flz)= 0 dla z€(4,38),
(x;S)Q dla z€[8, +00).
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